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從克卜勒行星繞日運動到牛頓萬有引力 
平方反比定律 

黃光照* 蕭志明  
臺北市立第一女子高級中學 

壹、前言  

在教學的過程中，我們很想知道如何由克卜勒行星三大運動定律開始，透過向心加

速度的概念並配合牛頓運動定律，推導出牛頓的萬有引力與兩物體之距離平方成反比的

結論。  

 

貳、曲線的曲率與曲率半徑 

如圖 1 所示，為了描述曲線的彎曲程度，定義曲線上 AB 兩點切線變化的角度 

（ '     ，其中  與 ' 為曲線在 A 點的切線與 x 軸的夾角與曲線在 B 點的切線與 x

軸的夾角）與 AB 兩點間弧長 s 的比值，為 AB 兩點間曲線線段的平均曲率（為了方便

使用，令曲率為正值） 

 
圖 1  曲率 

對於曲線上的一個點，如 A 點，為精確描述此處曲線的彎曲程度，可令 B 點趨近 A

點，也就是 0s  ，則此處的曲率為： 
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又因為曲線的切線斜率為 tan 'y  
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所以可推出曲率計算公式： 
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因為曲率半徑為曲率的倒數，所以曲率半徑 
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參、由克卜勒第一定律：橢圓軌道，求橢圓的曲率與曲率半徑 

如圖 2 所示，若有一橢圓方程式為： 
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圖 2  橢圓的參數式
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代入曲率半徑公式(1)，得  

橢圓的曲率半徑  
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更進一步，我們希望引入較有意義的夾角  （焦點至橢圓上一點 P 的位置向量 r


，與

此點 P 切線速度 v


的夾角）來取代參數  。 

如圖 3 所示，角  為位置向量 r


與 x 軸的夾角，角  為切線也就是速度 v


與 x 軸的夾

角，所以     。由圖形可知
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由(2)式，得橢圓的曲率半徑 

3 3
3 2 2 2 2 2 2 2 22 22 2 2 2 2 sin (1 sin ) ( )sin( sin cos ) a b b a ba b

R
ab ab ab

            
   

 

  

3
2

2 2
32 2 2 22

3

( )
tan( sin )

sin

b
b

b c b

ab ab a

 
     




                    (3) 

 

 

 

x 

y 

P(acosθ , bsinθ) 

  


φ

F(-c,0) 

r


 

v


a 

b 

圖 3  橢圓的曲率和曲率半徑  
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肆、由克卜勒第二、第三行星定律、向心加速度的概念與牛頓運動定律推

得萬有引力之平方反比定律 

由克卜勒第二定律：
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由向心加速度：
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由圖 4 知： 

行星所受的加速度
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由克卜勒第三定律：
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由牛頓運動定律   質量 m 的行星受太陽引力
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 表明萬有引力與距離平方成反比。 
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P 的曲率中心

圖 4  平方反比定律推導用圖  
( r ：行星與太陽間距離；R：P 點的曲率半徑 )
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