
 

- 25 - 

以中學生的觀點看尤拉線與九點圓 

李政豐 1* 陳昭地 2 
1國立竹南高級中學  

                                                                 2國立臺灣師範大學  數學系  

壹、前言  

瑞士數學家 Euler (1707~1783)發現了尤拉線，它跟九點圓有很密切的關係。而最早

提出九點圓的是英國的 Benjamin Beven，發表在 1804 年的一本英國雜誌上，第一個完全

証明九點圓這個定理的是法國數學家 Poncelet(1788-1867)。九點圓是幾何學的一個著名

問題，然而尤拉線與九點圓在中學生的認知裡還是很生疏。在編寫國家教育研究院國民

中學數學教材原型的過程中，感覺到目前幾何課程的份量逐漸減輕，在過去教學的經驗

裡，要訓練學生證明與推理的能力，幾何是大家公認不可或缺的教材。在台灣師大數學

系陳昭地教授的指導下，他很自然的運用簡明易懂的手法，親切的解釋了九點圓的意涵，

讓中學生能夠以比較低門檻的心情進入幾何的世界。我們先從不等邊的銳角三角形 ABC

開始，以中學生熟悉的平面幾何、解析幾何，逐步解說九點圓的形成，事實上九點圓對

任意三角形都成立。我們藉助 Geogebra 強大的繪圖功能，讓中學生由視覺化的圖像表

徵，看到下列的性質：  

1. 三角形 ABC 的外接圓半徑是三角形 ABC 的九點圓半徑的兩倍。  

2. 三角形 ABC 的重心，在外心與垂心連線段接近外心的三分點上。  

3. 三角形 ABC 的九點圓圓心，在外心與垂心連線段的中點。  

4. 等腰非直角三角形的九點圓會退化成八點圓。  

5. 等腰直角三角形的九點圓會退化成四點圓。  

6. 正三角形的九點圓會退化成六點圓。  

 

貳、本文  

我們先從步驟化呈現的方式，分段說明九點圓的性質與成因：  

步驟 1： 不等邊的銳角三角形 ABC，三邊的中點跟任意高的垂足產生四點共圓，如圖 1，

A , B , C  , F 四點共圓，理由如下：  

(1) BA  // AB， BA  =(1/2) AB = BC'， A B C B   是， FC ' 在 AB 上， BA  // FC ' 。 

*為本文通訊作者  
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(2) A為直角三角形 CBF 斜邊中點，與三頂點等距離， BAFA  。  

(3) 四邊形 A B C F   中， A B  // C F ，且 A F = CB ，四邊形 A B C F   為等腰梯形，

=180A B C A FC      。故等腰梯形 A B C F   為圓內接四邊形。當垂足 F 在 C'

的左邊，同理可證。  

 
圖1 

步驟2： 由以上步驟1之理由，如圖2，知F在 A B C   的外接圓上，故 A B C   的外接圓通

過高 CF 的垂足；同理 A B C   的外接圓亦通過 BC 邊上高的垂足D及 AC 邊上高的

垂足E。故知 , , , ,A B C D E   與F都在 A B C   的外接圓上，即 , , , , ,A B C D E F   六點共

圓。  

 
圖 2 

步驟3： 設H為不等邊 ABC 的垂心 (即三高的交點 )，M為 HC 的中點，如圖3，不含虛線

的圖形。連 B C ， B M ，並設 B C 交 AD 於P。期待 B , C , F及M四點共圓。  
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圖 3 

理由如下：  

(1) 因為 B , C分別為 AC 與 AB的中點，所以 B C  // BC。  

(2) 又因為 AD  BC，故 AD  B C   

(3) ACH 中，因為 ,B M 是 AC , CH 的中點，所以 B M // AH 。  

(4) AH  B C 所以 B M  B C ，即 90C B M     

在四邊形 B C FM  中， C B M   C FM 180 ，故 , , B C F M  及 四點共圓，而 , , , A B C F  

四點共圓，此圓也就是 A B C   的外接圓。   

步驟4： 同理，如圖4，設 HA 的中點為K,則 , ,A B K D  及 四點共圓，而此圓也是 A B C   的

外接圓；再同理，設 HB 的中點為L,則 , ,B C L E  及 四點共圓，而此圓也是 A B C   的

外接圓。綜合得知 , , , , ,A B C M K L   六點共圓，此圓即為 A B C   的外接圓。  

由六點圓到七點圓到九點圓：綜合以上的解說，以及步驟2~4，得 , , , , ,A B C D E F  

與 , , , , , ,A B C M K L   兩組六點共圓，且此圓都是 A B C   的外接圓，即得 , , ,A B C    

, , ,D E F M 七點共圓，以至於再加上兩個點 K,L得 , , , , , , , ,A B C D E F M K L   九點共

圓，當然此圓亦是 A B C   的外接圓。於是 A B C   的外接圓除過三頂點 , ,A B C  之

外，亦通過 ABC 三高的垂足D,E,F，再通過 ABC 垂心到頂點的中點M,K,L，這

九點都在 A B C   的外接圓上，此外接圓即被稱為 ABC 的九點圓。  

步驟 5：在圖 4 中，若 N 是 C M 的中點，則 N 就是 ABC 九點圓的圓心，而且 C M 就是

九點圓的直徑。  

說明：由 90C B M    ，直角對直徑， C M 是直徑，中點 N 是圓心。  
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圖 4 

步驟 6： 如圖 5， ABC 的外心 O,重心 G ,及垂心 H,三點在同一條直線上 (稱為尤拉線 )，

N 是九點圓圓心， G,N OH , 2GH  GO ， ON = NH 。  

 
圖 5 

解說：用另一角度~坐標幾何，來探究尤拉線。先將它坐標化，不妨設 C 是 ABC 的最

大內角，將 AB擺放在水平位置充作 x 軸， AB邊上通過 C 點的高 CF 所在的直線

充作 y 軸，且垂足 F 充作原點，如此建立了 ABC 的所在直角坐標平面，如圖 6

所示。  
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圖 6 

注意：為了方便計算，設 A(-6a,0)、B(6b,0)、C(0,6c)，且 , , 0a b c  。  

如圖 7 所示，我們想要求 ABC 之重心 G , 外心 O ,及垂心 H 的坐標。  

 
圖 7 

圖中 BC 的中點 (3 ,3 )A b c ， AB中點 (3 - 3 ,0)C b a  

(1) 重心 G 的坐標
6b+0+(-6a) 0+6c+0

,
3 3

 
 
 

即  2 - 2  ,  2G b a c  
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(2) 垂心 H 的坐標求法如下：其 x 坐標為 0；y 坐標求法如下： AC


的斜率為
c

a
，兩

垂直線的斜率乘積等於 -1，故 AC 邊上的高 BE 其斜率為
a

c


，故 BE


方程式為

( 6 )
a

y x b
c


  ，以 x=0 代入得

6ab
y

c
 ，即

6
H(0, )

ab

c
。  

(3) 外心 O 的坐標求法如下：OC //y 軸且過 (3 - 3 ,0)C b a ，OC 


的方程式為 3 -3x b a 。

另  BC


的斜率為
c

b


，故中垂線 A O


的斜率為

b

c
，而其方程式為 3 ( 3 )

b
y c x b

c
   ,

以 3 3x b a  代入得
3

3
ab

y c
c

  ,知外心
3

(3 - 3 ,3 - )
ab

O b a c
c

。  

進一歩說明 O, G , H 三心共線，且 OG：GH =1：2。已設 0a  ：由外心 33 -3  3( ,  )abb a c
c

O  ，

重  2 - 2  ,  2G b a c ，垂心
6

H(0, )
ab

c
。  

(1) OG


的斜率

3
-

(3 -3 ) - (2 - 2 )

ab
c

c
b a b a

=
2 - 3

( - )

c ab

b a c
，  

(2) OH


的斜率為

9
3 -

 
(3 -3 )

ab
c

c
b a


2 - 3

( - )

c ab

b a c
 

(3) OG


與 OH


有共同交點 O，而其斜率相同，直線 OG


=直線 OH


，即 O,G,H 三心在

同一條直線上。故知三心共線 (尤拉線 )。當 a=b，即 ABC 為底邊 AB的等腰三角

形，
3

(0 ,  3 )
ab

O c
c

 ，  0 ,  2G c ，
6

H(0, )
ab

c
三心都在 y 軸上，當然 O, G , H 共線。 

(4) 試解說 OG ： GH =1：2。為此令 X(x,y)為 OH 上的點且 OX ： XH =1：2，則由分

點公式

2 (3 - 3 ) 1 0
     2( - )

3
23( - ) 6

2
2

3

b a
x b a

c ab ab

c cy c

    



 
  


，與 G(2b-2a,2c)完全相同，故OG：GH =1：2。 

如圖 8，設 M 為 CH 中點，N 為 MC中點，試說明 N 為 OH 的中點。此即為九點圓的圓心

在尤拉線上，且平分 OH 。  
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圖 8 

C(0,6c) ，
6

(0, )
ab

H
c

， 得 到 CH 中 點
23( )

(0,  )
c ab

M
c


， 而 N 為 MC 的 中 點 ， 故

23( - ) 3( )
( ,  )

2 2

b a c ab
N

c


， 又 知 道

3
O(3 - 3  ,  3 )

ab
b a c

c
 ，

6
H(0, )

ab

c
， 則 OH 的 中 點 坐 標 為

23( - ) 3( )
( ,  )

2 2

b a c ab

c


，亦即 N 也就是 OH 的中點。  

步驟 7：三角形 ABC 的外接圓半徑是三角形 ABC 的九點圓半徑的兩倍。  

如果把圖 4 中，再點上外心 O 重心 G 及畫上 ABC 的外接圓與九點圓，再作出一些相關

連線，就可以得到比圖四更複雜但有些規則的圖 9，九點圓的圓心 N，是 OH 的中點，而

重心 G 在 OH 近 O 的三分點上。  

 
圖 9 
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說明： ABC 相似於 A B C   ，兩者外接圓的半徑比=兩三角形的邊長比=2:1。如圖 10，

由 C M 是直徑，圓心 N 是 C M 點， MH // OC ，由 A.S.A， MHN 與 C ON 全等，

故 N 為 OH 的中點。  

M 是 CH 的中點， CM // OC   CM = OC ，一組對邊平行且相等，則 OC MC 為平行

四邊形， C M = OC ，即得九點圓的直徑等於 ABC 的外接圓半徑。  

 
圖 10 

步驟 8： 九點圓的退化  

(1) 如圖 11，等腰非直角三角形的九點圓會退化成八點圓 (底邊中點與垂足重合 )。  

 

圖 11 
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(2) 如圖 12、13，等腰直角三角形的九點圓會退化成四點圓。兩腰的垂足與直角頂

重疊，少了 1 點 (多了頂點 C)。頂點與垂心連線中點少了 3 點 (有 2 點與兩腰中

點重合 ,另一點為 CH 的中點 ,但 C=H)，底邊中點與垂足重合 ,再少一點，因此剩

下四點圓。  

  

圖 12                                圖 13 

(3) 如圖 14，正三角形的九點圓會退化成六點圓。三邊中點與垂足重合，少了三點，

因此剩下六點圓  

 

圖 14 

參、結語  

陳昭地老師以中學生能了解的數學語言，搭配 Geogebra 的圖像表徵，以步驟化呈現

的手法，讓尤拉線與九點圓以及其相關的性質，能夠以相對簡明易懂的方式，展現在中

學老師及學生的面前，讓大家領略幾何的理路與美感。當動態幾何呈現在課堂上，深奧

的理論也變得自然，學生的學習興致變高了，這又是一堂很有感覺的數學課。  
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