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從變化量與對稱性探索 
等差數列與等差級數 

陳梅仙 . 
屏東縣立琉球國民中學  

壹、前言  

以往進行等差數列教學時，總是會特

別找尋具備各種規律的數列，讓學生進行

探索並發現其中規律，再特別將等差數列

抽離出來進行討論，這是以前進行教學的

主要模式，教師教學的腦海中早已建構著

等差數列公式，教學目的很單純的就只是

希望學生學會操弄等差數列的公式，可以

快速正確的進行解題，這次，大不相同，

教學過程中刻意閃開等差數列公式，只帶

領學生看到等差數列項次彼此之間的關係，

讓學生自己利用關係解題，老師不特別將

公式點出，更不會特別使用公式解題，只

是一再的強調數列項次之間的關係，這是

一次嶄新的嘗試，並且是在課堂中所發展

出來的教學方法，茲詳細說明分享如下。  

 

貳、認識數列  

在課堂中，請學生任意選一個數字並

說出來，老師依序將該數字寫於黑板上，

這會出現兩種情形，其中一種情形是，學

生是任意給數字，因此不會有特別的規律

性，另外一種情形，在後面提出數字的學

生會很自然想參考前面已給定的數字，以

等差數列或是其它數列規律的方式將數字

給出，不論是哪一種情形，均可以很清楚

的讓學生知道，所謂的數列，很簡單的就

是將一群數字按照順序排成一列，而數列

本身若有規律性，我們將可以利用其規律

性寫出該數列後面的數字。 

 

參、從變化量來看等差數列 

一、寫出具有規律性的數列  

請 學 生 各 自 寫 出 一 個 具 有 規 律 性 (可

以依照規律寫出下一個數字 )的數列，慢慢

的和學生討論不同規律性的數列，最後抽

離具有等差數列規律的數列進行討論。  

 

二、等差數列的命名  

(一)觀察等差數列的規律 

等差數列名稱的介紹是讓學生透過觀

察數列特性，老師與學生討論之後命

名出來，老師不直接進行數列名稱的

命名，也就是說，老師先利用學生前

述恰為等差數列的舉例進行討論，讓

學生知道清楚知道數列規則，弄清楚

數列中數字與數字之間的關係之後，

再從其中關係進行數列名稱的命名。 
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(二) 等差數數列的命名教學 

在研究數學的過程中，我們喜歡討論

從不變中看變化，詢問學生如何透過

數學表達出數列的變化，而看變化時

我 們 習 慣 拿 後 面 的 結 果 與 前 面 的 結

果做比較，例如：做生意的盈虧、今

日與昨日的溫差、身高體重的變化…

等等，因此，要寫出已知數列的變化，

我 們 喜 歡 將 後 面 的 數 字 減 去 前 面 的

數字來觀察其變化量，而我們所觀察

的數列恰為變化量均相同的數列，這

個變化量是經過相減獲得，而兩數相

減在數學上我們稱之為差，因此，我

們將該數列命名為等差數列，而數列

中相鄰數字之間相等的變化量，我們

則稱之為公差。 

(三) 等差數列的項次的命名 

教學中發現學生對於透過a୬來表示數

列中不同的數字產生困惑，在進行計

算 時 會 將 a୬的 下 標 數 字 直 接 進 行 運

算，對於a୬符號的接受度很勉強，因

此，這個部分的教學，老師可以利用

班級名稱的不同當作符號，班級名稱

的 下 標 則 採 用 學 生 座 號 來 與 學 生 討

論，班級名稱的不同是代表不同的班

級，而透過班級名稱加上下標數字則

可 以 很 簡 便 的 表 示 班 級 中 不 同 的 學

生，用這樣的舉例，並多舉實例來說

明a୬符號的使用在於區分不同的數列

與數列中不同位置的數字，在這裡必

須多花些時間讓學生對於a୬符號的使

用產生感覺，因為，這對於學生日後

在數列上的學習相當重要。 

(四)從變化量來看等差數列 

在黑板上寫出下列數列，直接請學生

依 照 數 列 的 規 律 計 算 出

a, a଼, aଽ, aଶ, aଶଵଷ， 學 生 先 進 行 運 算

後，老師再根據學生的寫法與學生進

行討論，並討論出計算的想法。  

5 aଵ 

8 aଶ 

11 aଷ 

14 aସ 

17 aହ 

20 a 

 a 

 a଼ 

 aଽ 

⁞ ⁞ 

 aଶ 

⁞ ⁞ 

⁞ ⁞ 

⁞ aଶଵଷ 

 

老師提問：  

1. 我們若說從數列的第 1 個數字 5

到第 2 個數字 8 稱為 1 次的變化，

請計算出其中的變化量。  

2. 我們若說從數列的第 1 個數字 5

到第 2 個數字 8 稱為 1 次的變化，

請計算出第 2 個數字 5 到第 6 個數

字 20 會經過幾次的變化? 

3. 我們若說從數列的第 1 個數字 5
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到第 2 個數字 8 稱為 1 次的變化，

請計算出第 6 個數字 5 到第 20 個

數字會經過幾次的變化?請利用數

列 的 變 化 量 與 變 化 次 數 計 算 出 數

列的第 20 個數字。  

4. 我們若說從數列的第 1 個數字 5

到第 2 個數字 8 稱為 1 次的變化，

請計算出第 3 個數字 5 到第 2013

個數字會經過幾次的變化?請利用

數 列 的 變 化 量 與 變 化 次 數 計 算 出

數列的第 2013 個數字。  

5. 當等差數列的變化量是正數時，會

讓 數 列 上 的 數 字 進 行 什 麼 樣 的 變

化? 

6. 當等差數列的變化量是負數時，會

讓 數 列 上 的 數 字 進 行 什 麼 樣 的 變

化? 

7. 當等差數列的變化量是零時，會讓

數列上的數字進行什麼樣的變化? 

8. 當 我 們 掌 握 等 差 數 列 的 什 麼 訊 息

時，我們就可以計算出該等差數列

中的每一個數字? 

9. 已知等差數列中的第 5 個數字 27

和第 12 個數字 97，請計算出等差

數列中的第 103 個數字  

10. 已知等差數列中的第 5 個數字 27

和公差 4，請計算出等差數列中的

第 2013 個數字。  

透 過 以 上 的 從 等 差 數 列 變 化 的 角 度

與學生進行討論與探索，學生將會因

為 從 等 差 數 列 中 的 變 化 量 與 變 化 次

數 來 計 算 出 數 列 的 變 化 量 (公 差 )而 對

於等差數列擁有屬於自己的感覺，甚

至 也 可 以 自 己 撰 寫 出 屬 於 自 己 可 以

有感覺的數學關係式，也將能更彈性

的 看 出 等 差 數 列 如 何 因 為 公 差 是 正

數、負數或零可以看出該數列是遞增

數 列 、遞 減 數 列 或是 沒 有 任 何變 化 ，

更 能 從 公 差 或 任 何 兩 個 數 字 之 間 的

關 係 確 實 的 掌 握 住 等 差 數 列 的 規 律

性與內涵，以上的討論與探索，沒有

一定的方式或內容，老師進行教學時

的 節 奏 只 要 能 配 合 著 學 生 學 習 的 節

奏，學生應該都會很有機會自己找出

等差數列的數學內涵，進而能體會到

數 學 學 習 本 身 應 具 有 的 成 就 感 與 趣

味性。  

 

肆、從對稱性來看等差級數 

一、認識等差中項  

在 等 差數 列 中 任 取連 續 的 三 個數 字 ，

其中正中間的項，我們就稱之為其它兩項

的等差中項。 

 

二、利用等差中項的概念將等差數

列中的每一項幻化為等差中項  

利 用 下 列 表 項 中 等 差 中 項 與 其 他 兩

項之間的變化，探索出任意兩項等差中項

的兩倍恰為旁邊對稱的兩項的和，再利用

下表說明如何利用等差數列的對稱性求出

等差級數的和，也就是說，只要我們能找

出等差數列的對稱中心的數字，我們就可

以利用 (對稱中心的數字 )×(數列項數 )求出

等差級數的和。  
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aଵ 5 17-3 

-3 

-3 

-3 

aଶ 8 17-3 

-3 

-3 

aଷ 11 17-3 

-3 

aସ 14 17-3 

aହ 17 17 

a 20 17+3 

a 23 17+3 

+3 

a଼ 26 17+3 

+3 

+3 

aଽ 29 17+3 

+3 

+3 

+3 

這 9 項

的和  

5+8+11+14

+17+20+23

+26+29 

7+17+17+17+17 

+17+17+17+17 

=17*9 

17 是真實的  

等差中項  

 

aଵ 8 29-3 

-6 

-6 

-6 

aଶ 14 29-3 

-6 

-6 

aଷ 20 29-3 

-6 

aସ 26 29-3 

aସ.ହ 29 29 

aହ 32 29+3 

a 38 29+3 

+6 

a 44 29+3 

+6 

+6 

a଼ 50 29+3 

+6 

+6 

+6 

這 8 項

的和  

8+14+20+2

6+32+38+4

4+50 

29+29+29+29+29

+29+29+29 

=29*8 

29 是虛擬的  

等差中項  

不屬於等差數列  

 

三、從對稱性看等差級數的解題功

力舉例  

這 次 八 年 級 段 考 命 題 命 了 一 道 常 見

的難題如下，老師希望可以看看學生將會

以什麼樣的方式解題，也希望可以透過這

次題目的命題讓學生看到數學想法的重要

性，希望可以讓學生察覺到數學並不僅是
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公式的解題運算，只要有想法，就可以讓

看似複雜的題目找到直接運用數學內涵本

身就可以解題的想法，而這樣的解法更能

感受到數學學習的樂趣。 

題目：  

一等差級數前 30 項的和為 600，第

21 項至第 50 項的和為 2400；則該級

數第 21 項至第 30 項的和為何? 

1. 傳統一般解法：代公式列出二元一次

方程式  

假設等差數列首項為 a、公差為 d 

 ቐ

ሺୟାሺୟାଶଽୢሻሻൈଷ

ଶ
ൌ 600

ሺሺୟାଶୢሻାሺୟାସଽୢሻሻൈଷ

ଶ
ൌ 2400

	解出 a 和 d， 

再 帶 入 等 差 級 數 求 和 公 式

ሺሺୟାଶୢሻାሺୟାଶଽୢሻሻൈଵ

ଶ
，求出第 21 項至

第 30 項的和  

2. 掌握等差數列變化量：先掌握公差的

解法  

利用等差級數前 30 項的和，以及第

21 項至第 50 項的和之間均是計算連

續 30 項的和，求出公差  

aଶଵ െ aଵ ൌ 20d 

aଶଶ െ aଶ ൌ 20d 

… 

aହ െ aଷ ൌ 20d 

因此，ሺaଶଵ  aଶଶ ⋯ aହሻ െ ሺaଵ  aଶ 

⋯ aଷሻ ൌ 20d ൈ 30，解出 d 

3. 利用等差數列對稱性：掌握等差中項

解法  

透 過 等 差 級 數 的 對 稱 性 ， 求 出 前 30

項 的 對 稱 中 心 ( 虛 位 等 差 中 項 ) 

a_15.5=600/30=20 

透 過 等 差 級 數 的 對 稱 性 ， 求 出 第 21

項至第 50 項的對稱中心 (虛位等差中

項 ) a_35.5=2400/30=80 

透 過 等 差 級 數 的 對 稱 性 ， 求 出 第 21

項至第 30 項的對稱中心 (虛位等差中

項 ) a_25.5=(20+80)/2=50 

再利用虛位等差中項 50，求出第 21

項至第 30 項的和=50×10=500 

 

 

 

 

50

80

20

a25.5 a35.5a15.5 a50a30a21a1
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伍、結語 

從 老 師 預 設 立 場 預 計 教 導 學 生 操 作

並熟練等差數列和等差級數的公式運算方

法，到轉變為在課堂中製造機會讓學生進

行探索討論，希望能讓學生對於等差數列

有所感覺，整個教學過程中，公式的引導

變成是次要的甚至是幾乎不會提及，因為

學生當對於等差數列有所感覺時，自然會

在等差數列中數字與數字之間的變化量與

對稱性中找到其規律性，當學生對於所學

習的數學知識有足夠的時間進行體驗時，

在學習的過程中，學生不只可以體會數學

學習的樂趣所在，學生將不容易遺忘曾經

學會的數學概念，更可以發展出屬於自己

理解的解法，數學知識只有學生有所感覺，

並能使用自己的話語寫下來了，這樣的數

學知識才能內化為學生真正獲得的知識，

前述難題的最後一個解法是來自一位數學

成績在班級相當落後的學生，其解法之巧

妙令人讚嘆，而且該班班上僅有這位同學

解出來，這帶給這位同學相當大的成就感，

也證實了數學的學習不在乎如何熟練的操

作數學公式，而在乎如何讓學生對於所學

的數學知識能有所感覺，這是一次蠻有趣

的教學嚐試，老師只要能繼續掌握學生學

習的節奏讓學生體驗數學知識，將可以繼

續發展出不一樣的教學方法，就像這次的

嘗試一樣。 

 

 

 

 

 


