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棒球比賽宛如是一個馬可夫過程 

李中傑 
私立真理大學 通識教育中心 

壹、前言  

馬 可 夫 過 程 (Markov process) 已 廣 泛

應用到不同學科的研究。舉凡從描述自然

界中懸浮微粒子的布朗運動，到通訊網路

中的排隊理論，或是經濟學家對國家經濟

發展的預測等等。利用馬可夫過程來建構

適當之模型，似乎已成為研究者必備的研

究法寶之一。然而學生在首度接觸此馬可

夫過程時，往往遇見的障礙並不是此理論

擁有太多太複雜的數學，而是此理論太過

精簡的數學陳述，反使學生不知如何下手

處理問題，更別說利用馬可夫過程的理論

架構去解決真實生活中所待解決的問題。  

將 棒 球 比 賽 視 為 一 個 馬 可 夫 過 程 的

演進，此構想可追朔至 Howard(1960)的研

究，他試圖利用馬可夫過程的理論分析去

找出棒球比賽中的最佳戰術，特別是盜壘

與短打戰術的使用得失。有了 Howard 對

棒球比賽的初步模型後，在擁有深厚棒球

文化的美國，便有許多的學者陸續針對棒

球比賽提出更為真實的馬可夫過程模型，

並 作 出 各 方 面 的 決 策 判 斷 (Lindsey, 1963; 

Cook, 1966; Bellman, 1977; Trueman, 1977; 

Bukiet, Harold, &Palacios, 1997)。近年來

國內也開始有學者將馬可夫過程應用在棒

球決策上的研究 (林珮珺、賴尚毅、黃俊霖

與趙約昇，2007)。而我們若要去分析此棒

球與馬可夫模型相關研究為何會如此地蓬

勃發展，不難發現其部分原因得歸功於美

國大聯盟之記錄完善與現今網路的發達，

使任何對此議題有興趣的人均可在家透過

網路的傳遞，來獲得處理馬可夫過程所需

之原始資料。也正是這個緣故，當今美國

的 一 些 知 名 學 府 (例 如 麻 省 理 工 學 院 與 喬

治 亞 理 工 學 院 等 )也 陸 續 開 設 以 棒 球 為 主

題之專題研究課程去教授馬可夫過程的理

論 (Sokol, 2004)，課程中學生可針對 自己

想去探究的棒球戰術議題，親自從資料的

收集開始架構自己的模型，並思考如何把

馬可夫過程的理論應用到實際的問題上。

最後，在研究型教學的理念上，很重要的

一環在於當學生完成自己的課程研究後，

其結果可直接與真實的棒球記錄做一比較，

以便使手中的專題研究有進一步的後續發

展。  

有鑑於此，本文作者擬就以國人普遍

喜愛的棒球運動來介紹馬可夫過程的基本

架構，也期望藉由大眾對棒球比賽的知識，

來洞察馬可夫過程是如何地應用到我們周

遭的真實問題。文章的架構大致如下： 首

先在第二節中，我們將對馬可夫過程給一

個明確的定義；第三節則是由棒球賽中一
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個半局的比賽內容，來看它如何轉換成馬

可夫過程的語言。接下來的第四節，我們

將針對棒球比賽之馬可夫過程，架構其最

根 本 的 轉 移 矩 陣 (transition matrix)； 第 五

節是藉由探討棒球比賽中每半局平均會有

幾位打者上場打擊，來介紹馬可夫過程的

基本理論。有此基本的理論知識之後，我

們便可以藉此理論來分析棒球比賽中更有

趣的議題，像是第六節的得分期望值與第

七節的得分機率。其中第七節的得分機率，

不同於過去文獻的作法 (Albert, 2003)，根

據球賽之轉移矩陣，再利用電腦模擬比賽

的可能結果，來統計其得分機率。本文中

我們將提出一個新的方法，藉由定義一個

變 型 之 轉 移 矩 陣 (modified transition 

matrix)，並由其反矩陣來獲知球賽的得分

機率，此方法不僅容易理解還可縮短處理

問題的時間。最後的第八節是作者對本文

的結論。  

由 於 本 文 是 要 由 眾 人 所 熟 悉 的 棒 球

比賽出發，來介紹馬可夫過程之理論。其

中的一個目的，便是要讓對數學已懷有恐

懼之心的學生，能藉由棒球的議題重新引

發他們對數學的興趣，並進而讓他們也能

明瞭馬可夫過程的理論。因此在書寫此文

章時，我將盡量避免過多數學上的抽象陳

述，並且加入許多棒球迷的日常用語，來

增加此數學相關文章的親切度。最後，也

期望所有俱備基礎機率概念與矩陣乘法運

算能力的人均能從此文章有所收獲。  

 

貳、馬可夫過程的定義  

在進入棒球議題之前，讓我們先介紹

何謂是馬可夫過程。同時為了貼切模擬棒

球比賽的實際進展狀況，我們所要介紹的

馬 可 夫 過 程 將 僅 侷 限 於 擁 有 時 間 分 立

(time-discrete)與 有 限 可 數 狀 態 (finite and 

countable)的特殊型態。習慣上，我們常稱

此 時 間 分 立 的 馬 可 夫 過 程 為 馬 可 夫 鍊

(Markov chain)。如此，令我們所要探究的

系 統 其 演 進 過 程 的 時 間 序 列 為

 0 1, , ..., ...iT t t t ，其中 0 1 ... ...it t t    ，又

此系統所有可能出現之狀態所成的集合為

 1 2, , ..., NX x x x 。 亦 即 在 任 一 時 刻 it 下 ，

系 統 出 現 的 狀 態 只 可 能 是 集 合 X 中 的 其

中一個，並對應其狀態該有的發生機率 (意

指在同一時刻，系統可以在任何允許之狀

態，但不能同時處於兩個以上的狀態 )。當

然 ， 假 若 集 合  中 沒 有 所 謂 的 終 止 狀 態

(absorbing state)，則此過程將會持續不間

斷地進行下去。  

現在 我們 假 設系 統於 一 開始 0t 到時 刻

nt 的 狀 態 依 序 為 0 1 1( ), ( ), , ( )  i i i nx t x t x t 與

( )j nx t ，則對一般的過程來說，此系統依序

演進到 ( )j nx t 的機率可以條件機率來表示  

 

然而，馬可夫過程的最大特點就在於時刻

nt 下出現狀態 jx 的機率，僅與前一時刻 1nt

下的狀態 ix 有關，亦即上式的條件機率可

簡化為  

 

 
 

1 2 0

1 1

Pr  ( ) ( ), ( ), , ( )
(2)

Pr  ( ) ( ) ( )

  

  

j n i n i n i

j n i n ij n

x t x t x t x t

x t x t p t

 1 2 0Pr  ( ) ( ), ( ), , ( ) (1)   j n i n i n ix t x t x t x t
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這 裡 1( )ij np t 可 解 釋 為 在 時 刻 1nt 下 由

狀態 ix 轉移至狀態 jx 的機率。如此由所有

轉 移 機 率 元 素 1( )ij np t 所 組 成 的 N N 矩 陣

( 1 ,  i j N )， 我 們 稱 為 此 馬 可 夫 過 程 在

時 刻 1nt 下 的 單 次 轉 移 矩 陣 1( )nP t  

(one-step transition matrix)(除非是特別的

指明，習慣上我們簡稱的轉移矩陣便是指

此單次轉移矩陣 )。進一步地，在許多的實

例中我們所處理的轉移矩陣不為時間函數，

也就是說此矩陣不隨時間的演進而變化，

即 0 1( ) ( ) ( )  ij ij n ij np t p t p t ，如此我們稱

此 轉 移 矩 陣 為 穩 定 之 轉 移 矩 陣 (stationary 

transition matrix)：  

 

同時，由於轉移矩陣的機率解釋，也使此

轉 移 矩 陣 中 任 一 列 (row)的 元 素 ijp 均 俱 備

有機率分布之特性：  

 

對 此 馬 可 夫 過 程 的 定 義 有 了 初 步 概

念之後，就讓我們先回到棒球場上，來看

棒球比賽與馬可夫過程有什麼樣的關係。  

 

參、一局上半  

就以 2009 年世界冠軍賽洋基對上費

城人的第五場比賽為例，拜王建民之賜在

台灣擁有廣大球迷的洋基隊，這天作客費

城人的主場，我們就先來看看他們一局上

半的進攻實況：  

首 先 上 場 打 擊 的 是 第 一 棒 開 路 先 鋒

Derek Jeter，在一壞球之後擊出了一支二

壘方向的滾地球遭封殺出局，一出局。接

下來的 Johnny Damon 擊出中外野的一支

軟弱飛球，但因落地安打而攻上一壘。但

緊接著打擊的 Mark Teixeira 將球打到右

外野，遭費城人隊的 Jayson Werth 給接殺

出局。二出局，Johnny Damon 仍舊站在一

壘 的 壘 包 上  。 下 一 棒 的 Alex Rodrigues

則適時打出一支穿越一壘防線的強勁滾地

球，球直奔右外野，不僅讓自己攻上二壘

壘包，更有價值的是把 Johnny Damon 從

一壘一口氣打回本壘得到這場比賽的第一

分。或許受到 A.Rod 這支二壘安打的影響，

費城人的王牌投手 Cliff Lee 接下來連投了

四 顆 壞 球 保 送 了 A.Rod 的 下 一 棒 Nick 

Swisher，形成一二壘有人二出局的局面。

但下一棒的 Robinson Cano 卻沒有掌握好

此時投手不穩的時機，打出一支左外野的

飛球遭到接殺出局，也就三出局結束了此

半局的進攻。  

對球賽的報導，文字記者們或許得盡

可能地詳細描述，除了忠實記錄球場戰況

的基本要求外，還得讓讀者能從字裡行間

還原球場上的氣氛。但在我下面的轉錄中，

我將除去所有的細節，僅留賽事本身的主

幹，即：一局上，由 (時間： 0t ，狀態：無

人出局、無人在壘  )開始，接下來轉移到：

1

0 1 , 1 ,

(4)
1 , 1



   

  

ij

N

ij
j

p i j N

p i N

11 12 1

21 22 2

1 2
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 
 
 
 
 
 





   



N

N

N N NN

p p p

p p p
P

p p P
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(時間： 1t ，狀態：一出局、無人在壘  )，

然後 (時間： 2t ，狀態：一出局、一壘有人  ) ，

然後 (時間： 3t ，狀態：二出局、一壘有人  ) ，

然後 (時間： 4t ，狀態：二出局、二壘有人  ) ，

然後 (時間： 5t ，狀態：二出局、一二壘有

人  ) ， 最後在 (時間： 6t ，狀態：三出局 )，

此局結束。此半局的過程若以圖一來表示

就更為清楚。  

由此我們可理解棒球比賽的進攻，每

位打者依棒次上場打擊就如同馬可夫過程

中的時間序列，依序把球賽的戰況由一個

狀態轉移到另一狀態，且狀態的轉移僅與

當下打者的打擊表現有關，而與之前所有

的打者無關，這也表現出馬可夫過程的最

大特點。同時，我們也知道棒球比賽每一

半局只要達到三人出局就得結束，無論壘

上已有幾個人，如此我們就得將 (狀態：三

出局 )做為此馬可夫過程的終止狀態，而不

必再去細分三出局前的壘上跑壘數。  

必 須 說 明 的 是 根 據 這 些 狀 態 的 轉 移

過程，我們也可得知某特定打席結果是否

有得分，其公式如下：  

 

此 處 nR 與 nO 分 別 為 時 刻 nt 之 打 者 在 打 擊

後壘包上的總跑壘人數與總出局人數，同

理 1nR 與 1nO 便是對應時刻 1nt 之打者打擊

後的總跑壘人數與總出局人數。例如在我

們的例子中 A.Rod 打擊時，其所面對的狀

態為 ( 3 1R 、 3 2O ) ，而在 A.Rod 打後之

狀態形成 ( 4 1R 、 4 2O )，所以在這個打

席下的得分數為 (1 2 1) (1 2) 1     ，A.Rod

有一個打點。同樣的方法也可應用到此局

別的打者，如我們所預期的，均沒有得分。

我們也不難理解此公式的道理在於打擊前

後的總人數應不變，所有參與此特定狀態

轉移的人數為打擊者本身一人加上打擊時

壘上的跑者與出局的總人數，那打擊後在

狀態表上少掉的人數便是跑回本壘的得分

數。 (參見附錄一 ) 

 
圖一、一局上半的狀態轉移

1 1( 1) ( ) (5)     得分數 n n n nR O R O
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肆、棒球場上的轉移矩陣  

在上一個例子中，我們已看到棒球比

賽的進行就如同一個馬可夫過程。那在分

析馬可夫過程時，其重要的轉移矩陣該如

何去架構呢？在回答這問題之前，我們必

須清楚知道在棒球比賽中所有可能出現的

狀態，此項工作對愛好棒球的球迷來說並

不困難。就讓我們先從無人出局的狀況算

起，此時壘上可能出現的狀況計有：無人

在壘 (0,0) (這裡我們使用的標示記法，其定

義如下：(跑壘者所在的壘包，出局數))、

一壘有人 (1,0) 、二壘有人 (2,0) 、三壘有人

(3,0) 、 一 二 壘 有 人 (12,0) 、 一 三 壘 有 人

(13,0) 、二三壘有人 (23,0) 與滿壘 (123,0) 共

8 個狀態。同樣的壘上狀況，除無人出局

外，還可以有一人出局與二人出局，所以

此 部 分 總 共 有 8 3 24  個 狀 態 。 外 加 三 出

局這個終止狀態，棒球比賽中所有可能出

現的狀態個數總計有 25 個，因此在棒球比

賽中的轉移 矩陣為一個 25 25 的矩陣。為

將來描述上的方便，我們也依序將其狀態

編號如表格一。 

當然，並不是所有任意兩個狀態間均

可發生轉移，簡單的例子像是狀態 (0,0) 就

不可能直接轉移到 (0, 2) 的狀態，因為打者

不可能在壘上無人時擊出一支雙殺打，如

此 這 兩 個 狀 態 間 的 轉 移 機 率 就 必 定 為 零

( 1,17 0p )。至於轉移機率不為零的就必須

根據比賽中實際的統計記錄來決定，我們

就以 2009 年美國大聯盟季後賽中的 30 場

比 賽 記 錄 來 做 說 明 (大 聯 盟 官 方 網 站 )。 在

這 30 場的比賽中(狀態 1：無人出局無人

在壘)的局面共出現了 560 次，而它可能轉

移成的狀態及其出現次數，根據統計如表

格二所示。  

表一、狀態編號  

狀態

編號
狀態

狀態

編號
狀態  

狀態

編號  
狀態  

1 (0,0) 9 (0,1) 17 (0,2) 

2 (1,0) 10 (1,1) 18 (1,2) 

3 (2,0) 11 (2,1) 19 (2,2) 

4 (3,0) 12 (3,1) 20 (3,2) 

5 (12,0) 13 (12,1) 21 (12,2) 

6 (13,0) 14 (13,1) 22 (13,2) 

7 (23,0) 15 (23,1) 23 (23,2) 

8 (123,0) 16 (123,1) 24 (123,2) 

        25 (X,3) 

表二、狀態 (0,0)下的轉移  

打擊前  打擊後  

狀態

編號
狀態

出現

次數

狀態

編號  
狀態  

出現

次數  

1 (0,0) 560

1 (0,0) 13 

2 (1,0) 123 

3 (2,0) 26 

4 (3,0) 1 

9 (0,1) 397 

表 格 中 未 列 出 的 狀 態 轉 移 則 均 屬 不

可 能 發 生 之 轉 移 ， 所 以 1, 0jp

( 1,2,3,4,9j )。 至 於 表 中 所 列 出 的 轉 移 ，

例 如 打 者 擊 出 一 支 陽 春 全 壘 打 (此 轉 移 也

是在此例中唯一可得分的轉移)，在我們的

統計中出現 13 次，所以機率為  
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1,1

13
0.023

560
 p  

而打者擊出一壘、二壘與三壘安打的次數

依序為 123、26 與 1 次，其對應之轉移機

率分別為  

1,2

1,3

1,4

123
0.220

560
26

0.046
560

1
0.002

560

 

 

 

p

p

p

 

由 1,4p 明顯小於其它壘打數之機率，我們也

看見了一場球賽中要打出三壘安打的困難

度。最後，打者最有可能的打擊結果–出

局，則有  

709.0
560

397
9,1 p  

接近七成的機率。至此我們已把棒球比賽

中 25 25 的 轉 移 矩 陣 中 的 第 一 列 ( 1, 1~ 25jp )

設定完成。同樣的方法，表格三列出在 (1,2)

狀態下打擊，轉移到各個狀態的轉移機率

(未列出的轉移表示不可能發生的轉移，所

以其轉移機率為零 )，同時我們也列出所對

應轉移之得分數。  

從表格三中我們看見由 (1,2) 狀態轉移

到 (1,2) 狀態的機率為零，對此正確的理解

是此轉移之發生機率極低。事實上在 2009

年大聯盟季後賽中沒有發生過這樣的狀態

轉移，但這樣的轉移，原則上是允許的。

依此我們便可去計算轉移矩陣中，其它列

的每一元素之機率。也由於在狀態編號中，

我們把三出局的狀態擺在最後一個狀態，

這個轉移矩陣便可寫成下面的形式：  

25 25

(6)
0



 
  
 

Q R
P

I
 

這 裡 矩 陣 元 素 的 排 列 無 論 是 行 或 列

均是由狀態編號 1、狀態編號 2、…依序到

狀態編號 25 為止。其中 Q 為所有非終止

狀 態 所 組 成 的 次 矩 陣 (在 我 們 的 例 子 中 Q

為 24×24 的矩陣 )，R 則由所有非終止狀態

單次轉移至終止狀態之機率所組成的次矩

陣 (在我們的例子中 R 為 24×1 的矩陣 )， I

則為單位矩陣 (在我們的例子中 I 為 11 的

矩陣，即數字 1)。事實上，對所有包含終

止狀態之馬可夫過程，其轉移矩陣均可表

示成 (6)式的形式。  

表三、狀態 (1,2)下的轉移  

打擊前  打擊後  

狀

態

編

號

狀

態

出

現

次

數

狀

態

編

號

狀態  

出

現

次

數  

出現

機率  

得

分

數  

18 (1,2) 155

17 (0,2) 6 0.039 2 

18 (1,2) 0 0 1 

19 (2,2) 6 0.039 1 

20 (3,2) 2 0.013 1 

21 (12,2) 25 0.161 0 

22 (13,2) 8 0.052 0 

23 (23,2) 5 0.032 0 

24 (X,3) 103 0.665 0 

為更明瞭轉移矩陣 P 的結構，讓我們

細看其中的 Q 矩陣，此 24×24 的矩陣可再

分為如下的九個 88 的小矩陣  
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0 8 8 0 8 8 0 8 8

24 24 8 8 1 8 8 1 8 8

8 8 8 8 2 8 8

( ) ( ) ( )

O ( ) ( ) (7)

O O ( )

  

   

  

 
   
 
 

A B C

Q A B

A
 

不 難 理 解 其 中 的 三 個 零 矩 陣 O 是 因 為 棒

球規則中規定打擊無法讓出局數變少，所

以其轉移機率必定為零；那 0A 、 1A 與 2A 則

表示此次打擊沒有再增加出局數，可能是

安打，也可能是保送等等，而矩陣 iA 的下

標 ( 0,  1,  2 )則 代 表 此 次 打 擊 時 的 出 局 數 ；

如 此 我 們 也 可 推 知 0B 與 1B 分 別 代 表 在 無

人出局與一人出局下的打擊，而打擊結果

則讓出局數又多增加了一人；同理也知 0C

代表無人出局下所打出的一支雙殺打。  

同樣的分類法，我們也可把轉移矩陣

P 中的 R 矩陣表為  

0 8 1

24 1 1 8 1

2 8 1

( )

( ) (8)

( )



 



 
   
 
 

D

R E

F

 

0D 為無人出局下的三殺打； 1E 為一人出局

下的雙殺打；而 2F 則為兩人出後的又一個

出局。毫無疑問地， R 矩陣中的任一元素

都意味著此半局到此結束。 (參見附錄二 ) 

 

伍、馬可夫過程的基本理論  

有了單次轉移矩陣 P 後，根據其定義

我 們 可 知 棒 球 場 上 由 狀 態 ix 轉 移 到 狀 態

jx 的 機 率 為 此 轉 移 矩 陣 所 對 應 的 矩 陣 元

素 ijP 。同樣地，若想知道從狀態 ix 經過兩

次打擊後轉移到狀態 jx 的機率，也可由轉

移矩陣 P 相乘兩次來獲得訊息，即  

2

2

0 1 0 1
(9)

0 1

  
    

  
 

  
 

Q R Q R
P PP

Q QR R
 

對此我們可由矩陣相乘的定義來理解，相

乘後的矩陣元素為  

  )10(
25

1

2 



k

kjikij ppP  

明顯地，狀態 ix 經過兩次打擊後轉移到狀

態 jx 的機率，是先由第一次打擊 ix 到 kx 的

機率乘上第二次打擊 kx 到 jx 的機率。但由

於第一次打擊後的狀態 kx 可為 25 個狀態

中的任一個，因此我們必須把所有的可能

性均加起來。此外，值得注意的是 2P 與 P

的 矩 陣 形 式 是 相 同 的 ， 即 (9) 式 與 (6) 式 有

相同的結構形式。 

同理，經過三次打擊後的躍遷矩陣為  

 

2
3 2

3 2

O 1O 1
(11)

O 1

   
    

  
  

   
 

Q RQ QR R
P P P

Q Q Q I R
 

如此下去， 我們不難歸 納得知，經 過 n 次

打擊後的轉移矩陣為 

 
1

1 (12)

O 1







   
   
 



n n

n n

P P P

Q Q Q I R

 

接下來，我們就來看由這些馬可夫過程的

轉移矩陣，我們可獲得哪些有趣的訊息來
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幫助棒球場上的決策。 

首 先 出 現 的 問 題 是 若 從 ix 狀 態 下 的

打者算起到半局結束，大概還會有幾個打

者可以上場打擊？大家都知道，棒球比其

它團體球賽有趣的就是當你支持的球隊落

後時，即便到了最後半局的進攻，只要球

隊不要三人出局，比賽就可無限的延長下

去，永遠存有反敗為勝的機會。前洋基隊

的 球 星 與 教 練 貝 拉 (Yogi Berra)就 曾 說 ：

「球賽不到結束，不算結束。」那我們真

地想問的問題，應該是機率上由 ix 狀態算

起到半局結束，最有可能幾個打者上場打

擊。這訊息對教練換不換代打的調度決策

可是有幫助的。言歸正傳，我們就來看這

問題該如何解答。  

我 們 先 把 問 題 改 變 一 下 。 由 狀 態 ix 打

擊 一 次 後 轉 移 到 狀 態 jx 的 期 望 次 數 有 多

少，這問題等同於玩機率遊戲中每個事件

所出現的期望值(事件值機率)一樣，即 

1 (13) ijQ  

這裡我們排除掉終止狀態(即 , 25i j )，因

為一但到了終止狀態整個半局便立即結束，

我 們 也就 無 從 再 討論 下 去 。 那 (13) 式中 乘

上的 1 代表此次打擊若轉移到狀態 jx 我們

就計次一次。同樣地，狀態 ix 下打擊兩次

後 轉 移 到 狀 態 jx 的 期 望 打 擊 次 數 應 為

21 ( ) ijQ 次；打擊三次為 31 ( ) ijQ 次。如此下

去，從第一 次打擊、第二次打擊、...、到

第 n 次打擊，其間過程出現由狀態 ix 到狀

態 jx 的期望打次為 

)14()(1)(11 2
ij

n
ijij QQQ    

此 外 我 們 若 再 納 入 開 始 打 擊 的 狀 態

ix 即為 jx 的情況，則我們還得在 (14) 式上

再多加上一次的打數。如此寫成矩陣的形

式為 

)15(2 nQQQI    

前面我們也提到，理論上只要不是三出局，

棒球比賽的每個半局是可無限制的延續下

去。因此，理論上我們可令 (15) 式中的 n 趨

近無限大，且根據轉移矩陣 P 的機率特性，

(6) 式中的 R 不為零矩陣( R O )，所以 

lim (16)


n

n
Q O  

如 此 (15) 式為 一 收 斂 的級 數 。 我 們可 定 義

矩陣 W 為 

2 1( ) (17)     W I Q Q I Q  

習慣上，我們稱此矩陣 W 為擁有終止狀態

之 馬 可 夫 過 程 的 基 礎 矩 陣 (fundamental 

matrix)，有了此基礎矩陣我們便可挖掘出

許多有用的訊息。在進一步介紹此基礎矩

陣之用處之 前，我們不 妨先看一下 (17) 式

的簡單證明：  

2

2

1

( ) (18)

( ) (19)

( ) (20)

   

    
 

  
  





W I Q Q

I Q I Q Q

I QW

I Q W I

W I Q

 

現在我們就回到我們先前的問題：若
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從 ix 狀態下的打者算起到半局結束，大概

還會有幾個打者可以上場打擊？同樣地，

我們以 2009 年美國大聯盟季後賽之記錄

為例。在建立好轉移矩陣 P 後，即便扣除

掉包含終止狀態的最後一行與最後一列後，

所剩的矩陣 Q 仍是一個 24 24 的大矩陣。

所幸我們現在已有許多數值分析的套裝軟

體可幫我們處理這些大矩陣的煩瑣計算。

我們就直接以計算後的結果來說明這基礎

矩陣 W 所能給 的訊息。(此 基礎矩陣 W 的

確切值請參見附錄三)。 

此 基 礎 矩 陣 的 第 一 列 ( 1,  ; 1 ~ 24iW i )

之各元素值如下面表格四所示。  

由於第一列的起始狀態是 (0,0) ，無人

出局無人在壘，這也是棒球比賽每一半局

的 開 始 ， 於 是 上 表 的 結 果 告 訴 我 們 ：

1,1 1.036W 代 表 在 一 個 進 攻 半 局 中 (0,0) 狀

態會出現 036.1 次，其中整數 1由每半局開

打的首位打 者所貢獻， 而剩餘的 036.0 則

為此局在一人出局前擊出全壘打的期望次

數 ； 同 理 ， 1,2 0.234W 代 表 在 一 個 進 攻 半

局 中 (1,0) 狀 態 會 出 現 0.234 次 ； 1,3 0.059W

為進攻半局中 (2,0) 狀態會出現 0.059 次。依

此類推，此基礎矩陣 W 的第一列，依序給

出每半局裡面所有狀態的可能出現次數，

那每半局可能上場打擊的人次就會是此矩

陣 W 的第一列元素的總和，即 

24

1,
1

4.294 (21)


 i
i

W  

同 理 在 這 24 24 的 矩 陣 W 中 ， 第 二 列

的總和 
24

2,
1

4.178 (22)


 i
i

W  

這 代 表 在 一 壘 有 人 無 人 出 局 (即 (1, 0)

狀態)下打擊，包括此次的打擊在內一直到

半局結束(三人出局)為止，期望會有 4.178

個人上場打擊。如此同樣的計算與解釋，

我們可將每一列的總和整理成表格五。 

由 表 格 五 我 們 可 知 道 在 每 一 種 狀 態

下打擊，到半局結束前大致還有幾個人可

上場打擊。這結果對教練在不同狀況下換

不換代打的決定或多或少會有所幫助。例

如：在大聯盟下的國家聯盟，由於投手也

必須上場打擊，此規定往往造成教練調度

上的兩難。設想五局上落後兩分的隊伍，  

表四、基礎矩陣 W 之第一列  
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表五、基礎矩陣各列之和，即在各狀態下可上場打擊的席次  

 

在 (23, 0) 狀態(無人出局二、三壘有人)的局

面下恰巧輪到投手的打擊。對方投手不會

想去保送這打擊能力不強的投手，而此時

的進攻隊伍又無犧牲打的適當性，那教練

該不該把這要上場打擊的投手換下場？教

練當然想換一個強一點的打者上場，多搶

點分數。但未滿五局就換下先發投手，不

僅不合大聯盟的作風，最主要的還是後援

投手的過早上場會造成往後整個牛棚的沉

重負擔。還好有了這表上的結果後，教練

可意識到 (23,0) 狀態下還有將近 4.530 個打

者可上場。即便上場打擊的投手站著被三

振 ， 變 成 (23,1) 狀 態 ， 也 還 可 以 有 3.171個

打者上場。所以別著急，教練還有空間耐

住性子靜觀其變，即便許多球迷並不這麼

認為，因為球迷不需對球賽後半的投手調

度傷神。  

 

陸、得分期望值  

在 上 一 節 中 我 們 已 藉 由 馬 可 夫 過 程

的理論，讓我們得知在由任何狀態到三出

局為止，大致可有幾個打者可上場打擊。

但球隊教練更有興趣的是在任何狀態下的

預期得分數，因為此資訊可更直接地幫助

教練對下達不同的戰術決策。讓我們回想

一 下 前 面 所 獲 得 的 基 礎 矩 陣 W ， 在 這 個

24 24 的矩陣中，任意矩陣元素均代表由

某特定局面下開始打擊到半局結束前，此

特定局面轉移到各個狀態所可能的出現次

數。有了基礎矩陣 W ，我們還得定義另一

個 24 1 的 矩 陣 ( 1 stepR )來 描 述 各 個 狀 態 下

打擊一次可直接攻下的分數期望值。例如

在 (0,0) 狀態下打擊，由表格二可知，在它

的五種轉移狀態中僅有擊出陽春全壘打可

得到一分，而這樣的轉移機率為 1,1 0.023P 。

所 以 在 (0,0) 狀 態 下 一 棒 打 出 可 獲 得 的 分

數期望值為 

 我們再看另一個例子：在 (1, 2) 狀態下

打擊，八個可能出現的結果中，僅有轉移

到 (0, 2) 狀 態 時 可 得 兩 分 ， 而 轉 移 (1, 2) 、

(2, 2) 與 (3, 2) 狀態則各得一分，其餘的轉移

均未得分，所以在 (1, 2) 狀態下一棒打出可

獲得的分數期望值為 

1 1,1( ) 1 0.023 0 (1 0.023) 0.023 (23)stepR       
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如此對每一個狀態下的打擊，計算它

一棒可攻下的得分期望值，我們便可架構

出一個描述各個狀態下打擊一次可直接攻

下的分數期望值矩陣， 1 24 1( ) stepR 。同樣地

根據 2009 年大聯盟季後賽的記錄，此矩陣

的各元素值如表格六所示。 

雖 然 有 了 此 一 棒 可 直 接 打 下 分 數 的

矩陣後，但也別急著使用這資訊。畢竟棒

球比賽不是在比一個打席的成績，該注意

的是半局結束前所得的分數期望值。因此

我 們 還 得 再 定 義 一 個 真 的 有 用 的 矩 陣

24 1( ) R P ，其定義為先前兩個矩陣的乘積，

即 1( )   stepR P WR 。此定義寫成矩陣元素的

形式為 

 

由 此 數 學 式 我 們 便 可 清 楚 理 解

1 ,1( ) step iWR 值的意義為：從狀態編號 i 下打

擊算起到三出局結束為止，轉移到各狀態

編號 j 的期望次數，乘上在此狀態編號 j

下打擊一次可直接攻下的打點期望值。所

以 (25) 式中的每一單項乘積為半局結束前

由 狀 態 編 號 i 轉 移 到 狀 態 編 號 j 的 得 分 期

望值，最後再把所有可能的狀態編號 j 加

總 起 來 ， 我 們 便 可 獲 得 在 狀 態 編 號 i 下 打

擊算起到半局結束時可能的得分期望值。

如此計算每一種起始打擊狀態後可得表格

七之結果。  

表六、各狀態下一棒可攻下之期望分數 

 
 

24

,1 , 1 ,1
1

,1 1 1,1 ,2 1 2,1

,24 1 24,1

( ) ( )

( ) ( ) (25)

( )

1 ~ 24




 



 

  









i i j step j
j

i step i step

i step

R P W R

W R W R

W R

i

1 18,1 18,17 18,18 18,19 18,20( ) 2 1 ( )

2 0.039 1 (0 0.039 0.013) (24)

0.130

      

     


stepR P P P P
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表七、得分能力矩陣  

 

 

我們稱此 24 1 的矩陣 ( )R P 為得分 能

力矩陣(run potential matrix)。由此我們便可

很快地藉此得分能力矩陣來粗略評估打擊

戰術的恰當與否，而這也是本文中利用馬

可夫過程的理論來對棒球決策的兩大應用

之一。舉例說明：相信在台灣的老棒球迷

都還記得曾紀恩這位台灣棒球的老教頭吧。

球場上，他那特有的明亮掌聲，傳達一個

早已被人所熟知的戰術密語：在無人出局

一壘有人的狀態下，命令打者以犧牲短打

來將跑者送到二壘。曾教頭想的是二壘有

人一出局後的兩個打席，若有一支安打就

有機會得分。相對地，無人出局一壘有人，

想要得分，好像要在三個打席中出現兩支

安打才行。乍看之下似乎合理。但有了我

們的分析後，可清楚地發現在無人出局一

壘有人的狀態下，此局可能得到 0.873 分；

而在一出局二壘有人的狀態下的期望得分

數為 0.628 分。所以若以狀態下的期望得

分數來做為戰術決策的依據，那此犧牲短

打並不是明智的決定。然而做一個教練並

不是一個簡單的工作，同樣在要與不要執

行犧牲短打的決策中，我們還必須考量在

不同狀態下的得分機率為何？必竟棒球比

賽的勝負只在乎誰的分數比較多，至於輸

贏幾分，除了面子外似乎是沒有什麼實質

上的差別。當然了，若要把場外賭客間的

密謀也考慮進來，那就又是另外的故事。  
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柒、得分機率  

如此，除了分析每個狀態下的期望得

分數之外，不同狀態下的得分機率也是教

練下戰術前必須考量的依據。那我們接下

來的挑戰便是來看，如何藉由對馬可夫過

程的分析來獲得這得分機率的評估。 

過 去 一 般 的 作 法 (Albert,2003)， 對 此

得分機率的評估是以狀態轉移矩陣為依據，

針對不同的起始狀態直接以電腦來模擬半

局的演進。假設模擬一萬次，再看這一萬

次的模擬賽中有幾次有得分，如此便可估

算此起始狀態下的得分機率。然而如前所

提，現今已有許多的數值分析套裝軟體可

供我們處理大矩陣的運算，反矩陣的求得

已不再是困難的計算。因此在本節中，作

者將提出一個新的作法來直接計算各狀態

下的得分機率。 

由 於 現 在 我 們 只 在 意 得 不 得 分 的 機

率，而不管每個狀態下可得多少分數。又

每個狀態下得分與不得分的機率總和必為

1，因此實作上我們可由計算不得分機率下

手較為容易。先讓我們回想一下轉移矩陣

P 的形式( (6) 式)，其中次矩陣 Q 為扣除掉

三出局結束半局後任意狀態間的轉移機率。

又我們於附錄一中已給出所有狀態轉移間

的得分數，其中有些轉移可得到分數，有

些則無。由於我們想計算的是不得分的機

率，因此我們將這些可得分的轉移，無論

其發生機率是多少，我們均將其發生機率

設定為零 。 如此經過 處 理後的次 矩 陣 Q ，

我 們 便 稱 它 為 變 型 轉 移 矩 陣 (modified 

transition matrix)，以 Q 表之。此外每一局

又以三出局為結束，所以每一狀態轉移到

此結束狀態之機率，可由轉移矩陣 P 中的

次矩陣 R 來描述。當然在轉移到此結束狀

態之前，比賽是可無限地延續下去，因此

每個狀態下不得分的機率便為：  

 

式中 I 為 24 24 的單 位矩 陣 ，同 時我 們 也

有運用到類似 (18) ~ (20) 式的計算。由於 R
為 24 1 的矩陣， (26) 式的結果也會是一個

24 1 的矩陣。對 (26) 式的理解，我們可知

式中的第一項為此半局結束前最後一次打

擊的機率；而第二項為打擊兩次後此局結

束的機率，且在此兩次打擊中均無得分；

後面各項可依此類推。當然在 (26) 式中所

包含進來的打擊結果均沒有替球隊攻下分

數。相反地，任意狀態下的得分機率也可

由 (26) 式反推得到 

 

必須提醒的是， (27) 式中等號右邊的矩陣

1 為所有元素均等於 1 的 24 1 矩陣。同樣

地，我們根據 2009 年大聯盟季後賽的記錄

與 (27) 式來計算各狀態下的得分機率，其

結果如表格八所示。  

 

  

1
24 1(R Prob) 1 ( ) (27)
   I Q R

2 3

2 3

1

( ) (26)

( )

   

    

 





R QR Q R Q R

I Q Q Q R

I Q R
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表八、得分機率矩陣  

 
 

由 此 結 果 我 們 獲 知 在 無 人 出 局 一 壘

有人的狀態下之得分機率為 0.423。若打者

成功地執行教練所下達的犧牲短打戰術，

將跑者成功地推進到二壘，形成一出局二

壘有人的狀態，我們的結果卻顯示這個戰

術反把球隊的得分機率降到 0.373。合併上

節的結果，在無人出局一壘有人的狀態下，

無論是得分期望值或是得分機率這兩個戰

術評量指標均優於一人出局二壘有人的狀

態。那棒球場上無人出局一壘有人的狀態

下，我們所熟悉的犧牲戰術，教練對此戰

術的決定是否恰當就值得商榷了。 

在 此 我 們 並 不 是 說 犧 牲 短 打 的 戰 術

都不好，就讓我們再看另外一個例子：無

人出局一、二壘有人的狀態，根據我們的

分析此狀態下之得分期望值與得分機率分

別為 1.398 與 0.623。而在短打推進後，場

面變為一出局二、三壘有人，此時的得分

期 望 值 與 得 分 機 率 則 分 別 變 為 1.348 與 

0.697。雖然這兩組參考數據的差異不像前

面例子中的數據差異明顯，但根據我們的

分析還是可得到這樣的建議：球隊若須要

多得點分數，那就別下犧牲短打策略；但

假若球隊只急迫想打下一分，那基於得分

機 率 的 考 量 教 練 不 妨 下 達 犧 牲 推 進 的 戰

術。 

最後，須要提醒讀者的是本文用來分

析的數據，僅是採用 2009 年大聯盟季後賽
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的三十場比賽記錄。當然我們這裡所討論

的是一個機率的問題，那球隊教練是要根

據理性分析的調兵遣將，或是直覺的判斷，

這就要看教練的處事哲學了。  

 

捌、結論  

馬 可 夫 過 程 已 廣 泛 地 應 用 到 各 個 領

域的研究中，也因此讓這理論的觸角在不

知不覺中伸進大學各個學院的課程之中。

然而，學生對此應用極廣的數學理論，其

接受程度往往受礙於數學理論的抽象陳述，

而失去對理論的核心認識與實際應用的能

力。因此在本文中，作者參照美國學府常

使用的教學題材，引入棒球比賽的策略判

斷來教授馬可夫過程。一方面，在台灣，

棒球也是國人所愛好的運動，如此不但可

增加學生對馬可夫過程的學習興趣；更重

要的也是由於大部分學生對棒球的熟悉度，

使他們在利用馬可夫過程分析球賽時，較

容易提出新的疑問，進一步發展成新的研

究題目，如此達到活化理論的教學目的。

就像作者在此論文中所採用分析的數據，

其結果對犧牲短打的推論，是否可套用在

我們國內的棒球賽中，就是值得學生發展

的問題。  

當然除了教學目的之外，現今將棒球

視為一馬可夫過程的研究工作仍舊是一個

熱門的議題。舉凡球隊打擊棒次的安排，

到打者對投手球路的猜測模型等等，都需

對此棒球之馬可夫模型做上不同程度的變

化，使之更符合真實的棒球比賽與所要探

討的問題。而在進入這些更複雜的棒球議

題之前，本文作者僅就基本的馬可夫過程

理論介紹一個最單純的棒球之馬可夫模型。

期使學生在較少的複雜度下，能夠理解馬

可夫過程的理論與應用，這也是本文章的

最大目的。  
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附錄一 狀態轉移得分表 

 

同轉移矩陣之 排列，橫列 (row)所對應的為起始狀態，縱行 (column)所對應的為轉移後的狀態。

格子中的數字 則為此轉移所 得的分數，而 灰色底部分則 為不可能發生 之狀態轉移。  
 
 
附錄二 狀態轉移矩陣 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (12,0) (13,0) (23,0) (123,0) (0,1) (1,1) (2,1) (3,1) (12,1) (13,1) (23,1) (123,1) (0,2) (1,2) (2,2) (3,2) (12,2) (13,2) (23,2) (123,2) (X,3)

1 (0,0) 1 0 0 0 0

2 (1,0) 2 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

3 (2,0) 2 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

4 (3,0) 2 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0  

5 (12,0) 3 2 2 2 1 1 1 0 2 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

6 (13,0) 3 2 2 2 1 1 1 0 2 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

7 (23,0) 3 2 2 2 1 1 1 0 2 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

8 (123,0) 4 3 3 3 2 2 2 1 3 2 2 2 1 1 1 0 2 1 1 1 0 0 0 0

9 (0,1) 1 0 0 0 0 0

10 (1,1) 2 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

11 (2,1) 2 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

12 (3,1) 2 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

13 (12,1) 3 2 2 2 1 1 1 0 2 1 1 1 0 0 0 0

14 (13,1) 3 2 2 2 1 1 1 0 2 1 1 1 0 0 0 0

15 (23,1) 3 2 2 2 1 1 1 0 2 1 1 1 0 0 0 0

16 (123,1) 4 3 3 3 2 2 2 1 3 2 2 2 1 1 1 0 0

17 (0,2) 1 0 0 0 0

18 (1,2) 2 1 1 1 0 0 0 0

19 (2,2) 2 1 1 1 0 0 0 0

20 (3,2) 2 1 1 1 0 0 0 0

21 (12,2) 3 2 2 2 1 1 1 0 0

22 (13,2) 3 2 2 2 1 1 1 0 0

23 (23,2) 3 2 2 2 1 1 1 0 0

24 (123,2) 4 3 3 3 2 2 2 1 0

25 (X,3) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (12,0) (13,0) (23,0) (123,0) (0,1) (1,1) (2,1) (3,1) (12,1) (13,1) (23,1) (123,1) (0,2) (1,2) (2,2) (3,2) (12,2) (13,2) (23,2) (123,2) (X,3)

1 (0,0)

2 (1,0)

3 (2,0)

4 (3,0)

5 (12,0)

6 (13,0)

7 (23,0)

8 (123,0)

9 (0,1)

10 (1,1)

11 (2,1)

12 (3,1)

13 (12,1)

14 (13,1)

15 (23,1)

16 (123,1)

17 (0,2)

18 (1,2)

19 (2,2)

20 (3,2)

21 (12,2)

22 (13,2)

23 (23,2)

24 (123,2)

25 (X,3)

  880 A   880 B   880 C

88O 

88O  88O 

  881 A   881 B

  882 A

  180 D

  181 E

  182 F
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    雖然在 (7) 式中，我們已將狀態轉移矩陣( (6) 式)中的 Q 矩陣分為九個 8 8 的次矩陣。但根據棒球規則，

在每一個次矩陣中還是有些矩陣元素必定為零。例如元素 0 1,5( )A 所代表的是由無人出局無人在壘轉移到無人

出局一二壘有人的機率，而在棒球場上這樣的轉移絕對不會發生，所以其值必為零。諸如此類轉移機率必定

為零的元素，在上圖中我們便以灰色底來做區別。 

2009 年大聯盟季後賽之轉移矩陣 

 
附錄三 2009 年大聯盟季後賽之基礎矩陣 

 


