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探索數學規律實作評量舉例 

吳柏萱 1 朱啟台 2* 陳瑋伯 3 曾政清 4 李吉彬 5 陳昭地 3 
1國家教育研究院  

2教育部  高中數學學科中心  
3國立臺灣師範大學  數學系所  

4臺北市立建國高級中學  
5國立臺中第一高級中學  

壹、前言  

評量 ([1])是使用科學的方法與技術，蒐集有關學生學習行為及其成就的可靠資料，

依據預先擬定的教學目標，就學生學習表現情形，加以分析、研究與評估等動態過程。

在教學流程中 (如下表 1)，具有承接轉合的關鍵性角色與回饋的功能。  

表 1、教學流程表  

 

評量依時機可分成診斷性評量、形成性評量與總結性評量，與評量相關的術語有：

高分組、低分組、難易度、鑑別度、五標 (頂標、前標、均標、後標、底標 )等。至於評

量的方式則有：口頭問答、上台板演、紙筆測驗、實作評量等；本文著重於數學科總結

性評量的紙筆測驗，而依現今常用的測驗題型有單選題、多選題、選填題及非選擇題 (計

算證明題 )，各有其命題技術，均非易事，但肯定是數學科教師急切瞭解，甚至希望儘快

達到精熟的地步。尤其限於特殊選才目的 (含數學科教師甄選 )無疑地適切的口試題很適

合使用操作型實作評量，即使段考或大考的非選擇題題型，設計成一個簡潔新穎的操作

型實作評量試題，也是能夠被接受的良好典型試題。底下依 1980 年代 Maryland 州發展

的實作評量測驗 ([2])，給出操作型實作評量定義：  

它是一種評量的方式。就適當的數學主題，針對形成該主題的主要數學概

念，配合周遭的情境，使用適切的工具或描述，從事一系列的操作，以完成評

量核心目標或相關目標。 

*為本文通訊作者  

學前評估  教學目標  教學活動  評量  
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接著仿照 Maryland 州所發展提供八年級國中生 n n n  正方體積木，表面著色拆開

成 3n 個小立方塊，找出各面著色數的個數之規律，設計一個 m n l  長方體積木的推廣性

並適用於一般程度高一學生的數學科操作型的實作評量例題，並引用臺灣師範大學附屬

高級中學第一屆科學班數學科資格考一道矩陣考題，設計成找出方陣乘方的規律性實作

題，最後改編兩道高一上數學段考試題及 100 年指考數學甲一道微積分的選填題 C 為實

作評量題。事實上一般的數學科多選題已具備操作型實作評量的雛型，可輕易地改編成

符合於原測驗目標的新穎實作評量題，而選填題或計算證明題，也多能經過審慎研究原

測驗目標後，發展成針對施測對象匹配原測驗目標之實作評量題。  

 

貳、作業壹：探索數學規律  

先備知識：1. 3 3 2( 2) 6( 2) 12( 2) 8n n n n        

2. ( 2)( 2)( 2)mnl m n l     

2[( 2)( 2) ( 2)( 2) ( 2)( 2)]n m n l m l          

4[( 2) ( 2) ( 2)]m n l       

8  

實施時間：高一上第一次定期考後  

 

探索數學規律活動一   

小方塊是一種立方體的小積木，一般人很喜歡拿小方塊來堆疊成各種立體圖形。現

在請你從小方塊堆疊出的立體圖形中，探索一些數學規律。（我們可將小方塊的邊長當作

1）  

步驟 1. 

請你用小方塊堆成一個邊長為 2 2 2  的正方體，並假想在正方體的表面塗油漆後再

拆開 (如圖 1)，並完成小方塊個數之表格 (表 2)。  

 
圖 1、拆開後的 2 2 2  正方體  
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表 2、小方塊個數  

被塗到 3 個面的

小方塊個數  

被塗到 2 個面的

小方塊個數  

被塗到 1 個面的

小方塊個數  

被塗到 0 個面的

小方塊個數  

總共有幾個小

方塊  

8 0 0 0 8 

 

步驟 2. 

請你用小方塊堆成一個邊長為 2 2 3  的長方體，並假想在長方體的表面塗油漆後再

拆開 (如圖 2)，並完成小方塊個數之表格 (表 3)。  

 
圖 2、拆開後的 2 2 3  長方體  

表 3、小方塊個數  

被塗到 3 個面的

小方塊個數  

被塗到 2 個面的

小方塊個數  

被塗到 1 個面的

小方塊個數  

被塗到 0 個面的

小方塊個數  

總共有幾個小

方塊  

8 4 0 0 12 

 

步驟 3. 

請你用小方塊堆成一個邊長為 2 2 4  的長方體，並假想在長方體的表面塗油漆後再

拆開 (如圖 3)，並完成小方塊個數之表格 (表 4)。

 

圖 3、拆開後的 2 2 4  長方體  
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表 4、小方塊個數  

被塗到 3 個面的

小方塊個數  

被塗到 2 個面的

小方塊個數  

被塗到 1 個面的

小方塊個數  

被塗到 0 個面的

小方塊個數  

總共有幾個小

方塊  

8 8 0 0 16 

 

步驟 4. 

請你整理前面各活動的資料完成小方塊個數之整理表格 (表 5)，並找尋一些數學規

律，以預測堆成邊長為 2 2 5  的長方體 (如圖 4)塗油漆後再拆開的情形。  

 

圖 4、邊長為 2 2 5  的長方體  

表 5、小方塊個數整理表格  

 

 

小方塊個數  

 

3 個面被塗色  

的小方塊個數  

2 個面被塗色  

的小方塊個數  

邊長為 2 2 2  的正方體  8 8 0 

邊長為 2 2 3  的長方體  12 8 4 

邊長為 2 2 4  的長方體  16 8 8 

邊長為 2 2 5  的長方體  20 8 12 

邊長為 2 2 5  的長方體中，有 2 個面被塗色的小方塊個數是多少？12 個。  

請問你找出來的規律是什麼？每多一層就多出 4 個。  

請繼續完成小方塊個數之整理表格 (表 6)。  

表 6、小方塊個數整理表格  

 1 個面被塗色的小方塊個數  未塗色的小方塊個數  

邊長為 2 2 2  的正方體  0 0 

邊長為 2 2 3  的長方體  0 0 

邊長為 2 2 4  的長方體  0 0 

邊長為 2 2 5  的長方體  0 0 
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步驟 5. 

活動一的最後，請預測堆成邊長為 2 2 l  ， l 為大於或等於 2 的整數，的長方體 (如

圖 5)，塗油漆後再拆開的情形，並完成小方塊個數之表格 (表 7) (以 l 表示 )。  

 

圖 5、邊長為 2 2 l  的長方體  

表 7、小方塊個數之表格 (以 l 表示 ) 

被塗到 3 個面的

小方塊個數  

被塗到 2 個面的

小方塊個數  

被塗到 1 個面的

小方塊個數  

被塗到 0 個面的

小方塊個數  

總共有幾個小

方塊  

8 4( 2)l   0 0 4l  

 

探索數學規律活動二   

小方塊是一種立方體的小積木，一般人很喜歡拿小方塊來堆疊成各種立體圖形。現

在請你從小方塊堆疊出的立體圖形中，探索一些數學規律。（我們可將小方塊的邊長當作

1）  

步驟 1. 

請你用小方塊堆成一個邊長為 2 2 l  ， l 為大於或等於 2 的整數的長方體，並假想

在長方體的表面塗油漆後再拆開 (如圖 6)，並完成小方塊個數之表格 (表 8) (以 l 表示 )。

 
圖 6、拆開後的 2 2 l  長方體 

 

 

ll

l
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表 8、小方塊個數 (以 l 表示 ) 

被塗到 3 個面的

小方塊個數  

被塗到 2 個面的

小方塊個數  

被塗到 1 個面的

小方塊個數  

被塗到 0 個面的

小方塊個數  

總共有幾個小

方塊  

8 4( 2)l   0 0 4l  

 

步驟 2. 

請你用小方塊堆成一個邊長為 2 3 l  ， l 為大於或等於 2 的整數的長方體，並假想

在長方體的表面塗油漆後再拆開 (如圖 7)，並完成小方塊個數之表格 (表 9) (以 l 表示 )。  

 
圖 7、拆開後的 2 3 l  長方體 

表 9、小方塊個數 (以 l 表示 ) 

被塗到 3 個面的

小方塊個數  

被塗到 2 個面的

小方塊個數  

被塗到 1 個面的

小方塊個數  

被塗到 0 個面的

小方塊個數  

總共有幾個小

方塊  

8 4[( 2) (3 2)]l     2( 2)l   0 6l  

 

步驟 3. 

請你用小方塊堆成一個邊長為 2 4 l  ， l 為大於或等於 2 的整數的長方體，並假想

在長方體的表面塗油漆後再拆開 (如圖 8)，並完成小方塊個數之表格 (表 10) (以 l 表示 )。 

 

圖 8、拆開後的 2 4 l  長方體 

l ll

l ll
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表 10、小方塊個數 (以 l 表示 ) 

被塗到 3 個面  

的小方塊個數  

被塗到 2 個面  

的小方塊個數  

被塗到 1 個面  

的小方塊個數  

被塗到 0 個面  

的小方塊個數  

總共有幾個  

小方塊  

8 4[( 2) (4 2)]l     2[( 2)(4 2)]l    0 8l  

 

步驟 4. 

請你整理前面各活動的資料完成小方塊個數之整理表格 (表 11) (以 l 表示 )，並找尋

一些數學規律，以預測堆成邊長為 2 5 l  ， l 為大於或等於 2 的整數的長方體 (如圖 9)塗

油漆後再拆開的情形。

 

圖 9、邊長為 2 5 l  的長方體 

 

表 11、小方塊個數整理表格 (以 l 表示 ) 

 小方塊個數  3 個面被塗色  

的小方塊個數  

2 個面被塗色  

的小方塊個數  

邊長為 2 2 l  的長方體  4l  8 4( 2)l   

邊長為 2 3 l  的長方體  6l  8 4[( 2) (3 2)]l     

邊長為 2 4 l  的長方體  8l  8 4[( 2) (4 2)]l     

邊長為 2 5 l  的長方體  10l  8 4[( 2) (5 2)]l     

邊長為 2 5 l  的長方體中，有 2 個面被塗色的小方塊個數是多少？  

4[(l)+(5)]個。   

請問你找出來的規律是什麼？每增加一層多 4 個。  

請繼續完成小方塊個數之整理表格 (表 12 及表 13)。  

 

 

 

 

l
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表 12、小方塊個數整理表格 (以 l 表示 ) 

 1 個面被塗色的小方塊個數  

邊長為 2 2 l  的長方體  0 

邊長為 2 3 l  的長方體  2( 2)(3 2)l    

邊長為 2 4 l  的長方體  2( 2)(4 2)l    

邊長為 2 5 l  的長方體  2( 2)(5 2)l    

邊長為 2 5 l  的長方體中，有 1 個面被塗色的小方塊個數是多少？2(l)(5)個  

請問你找出來的規律是什麼？每增加一層多出 2(l)個  

表 13、小方塊個數整理表格 (以 l 表示 ) 

 未塗色的小方塊個數  

邊長為 2 2 l  的長方體  0 

邊長為 2 3 l  的長方體  0 

邊長為 2 4 l  的長方體  0 

邊長為 2 5 l  的長方體  0 

 

步驟 5. 

活動二的最後，請預測堆成邊長為 2 m l  ，m,l 為大於或等於 2 的整數的長方體 (如

圖 10)，塗油漆後再拆開的情形 (表 14)(以 ,m l 表示 )。  

 
圖 10、邊長為 2 m l  長方體 

表 14、小方塊個數之表格 (以 ,m l 表示 ) 

被塗到 3 個面  

的小方塊個數  

被塗到 2 個面  

的小方塊個數  

被塗到 1 個面  

的小方塊個數  

被塗到 0 個面  

的小方塊個數  

總共有幾個  

小方塊  

8 4[( 2) ( 2)]m l    2( 2)( 2)m l   0 2ml  

 

l

m
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探索數學規律活動三   

小方塊是一種立方體的小積木，一般人很喜歡拿小方塊來堆疊成各種立體圖形。現

在請你從小方塊堆疊出的立體圖形中，探索一些數學規律。（我們可將小方塊的邊長當作

1）  

步驟 1. 

請你用小方塊堆成一個邊長為 2 m l  ，m,l 為大於或等於 2 的整數的長方體，並假

想在長方體的表面塗油漆後再拆開 (如圖 11)，並完成小方塊個數之表格 (表 15) (以 ,m l 表

示 )。  

 
圖 11、拆開後的 2 m l  長方體 

 

表 15、小方塊個數 (以 ,m l 表示 ) 

被塗到 3 個面  

的小方塊個數  

被塗到 2 個面  

的小方塊個數  

被塗到 1 個面  

的小方塊個數  

被塗到 0 個面  

的小方塊個數  

總共有幾個  

小方塊  

8 4[( 2) ( 2)]m l    2[( 2)( 2)]m l   0 2ml 

 

步驟 2. 

請你用小方塊堆成一個邊長為 3 m l  ，m,l 為大於或等於 2 的整數的長方體，並假

想在長方體的表面塗油漆後再拆開 (如圖 12)，並完成小方塊個數之表格 (表 16) (以 ,m l 表

示 )。  

 

圖 12、拆開後的 3 m l  長方體 

ll

m m

l

m

ll l

m mm
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表 16、小方塊個數 (以 ,m l 表示 ) 

被塗到 3 個面  

的小方塊個數  

被塗到 2 個面  

的小方塊個數  

被塗到 1 個面  

的小方塊個數  

被塗到 0 個面  

的小方塊個數  

總共有幾個  

小方塊  

8 4[( 2)

( 2) (3 2)]

m

l

 
  

 
2[( 2)( 2)

( 2) ( 2)]

m l

m l

  
  

 
( 2)( 2)m l   3ml 

 

步驟 3. 

請你用小方塊堆成一個邊長為 4 m l  ，m,l 為大於或等於 2 的整數的長方體，並假

想在長方體的表面塗油漆後再拆開 (如圖 13)，並完成小方塊個數之表格 (表 17) (以 ,m l 表

示 )。

 
圖 13、拆開後的 4 m l  長方體 

表 17、小方塊個數 (以 ,m l 表示 ) 

被塗到 3 個面  

的小方塊個數  

被塗到 2 個面  

的小方塊個數  

被塗到 1 個面  

的小方塊個數  

被塗到 0 個面  

的小方塊個數  

總共有幾個  

小方塊  

8 
4[( 2)

( 2) (4 2)]

m

l

 
  

 
2[( 2)( 2)+

2( 2)+2( 2)]

m l

m l

 
 

 
( 2)

( 2)(4 2)

m

l

 
 

 4ml 

 

步驟 4. 

請你整理前面各活動的資料完成小方塊個數之整理表格 (表 18) (以 l 表示 )，並找尋

一些數學規律，以預測堆成邊長為 5 m l  ，m,l 為大於或等於 2 的整數的長方體 (如圖 14)

塗油漆後再拆開的情形。

l

m

l

mm

l
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圖 14、邊長為 5 m l  的長方體 

 

表 18、小方塊個數整理表格 (以 ,m l 表示 ) 

 小方塊個數 3 個面被塗色  

的小方塊個數  

2 個面被塗色  

的小方塊個數  

邊長為 2 m l  的長方體  2ml 8 4[( 2) ( 2) (2 2)]m l      

邊長為 3 m l  的長方體  3ml 8 4[( 2) ( 2) (3 2)]m l      

邊長為 4 m l  的長方體  4ml 8 4[( 2) ( 2) (4 2)]m l      

邊長為 5 m l  的長方體  5ml 8 4[( 2) ( 2) (5 2)]m l      

邊長為 5 m l  的長方體中，有 2 個面被塗色的小方塊個數是多少？  

4[(m2)+(l2)+(52)]個  

請問你找出來的規律是什麼？每增加一層多 4 個  

請繼續完成小方塊個數之整理表格 (表 19)。  

表 19、小方塊個數整理表格 (以 ,m l 表示 ) 

 1 個面被塗色的小方塊個數  

邊長為 2 m l  的長方體  2( 2)( 2)m l   

邊長為 3 m l  的長方體  2[( 2)( 2) ( 2) ( 2)]m l m l       

邊長為 4 m l  的長方體  2[( 2)( 2) 2( 2) 2( 2)]m l m l       

邊長為 5 m l  的長方體  2[( 2)( 2) 3( 2) 3( 2)]m l m l       

邊長為 5 m l  的長方體中，有 1 個面被塗色的小方塊個數是？  

2 [(m2)(l2)+3(m2)+3(l2)]個  

請問你找出來的規律是什麼？每增加一層多出 2[(m2)+(l2)]個  

請繼續完成小方塊個數之整理表格 (表 20)。  

 

l

m
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表 20、小方塊個數整理表格 (以 ,m l 表示 ) 

 未塗色的小方塊個數  

邊長為 2 m l  的長方體  0 

邊長為 3 m l  的長方體  (3 2)( 2)( 2)m l    

邊長為 4 m l  的長方體  (4 2)( 2)( 2)m l    

邊長為 5 m l  的長方體  (5 2)( 2)( 2)m l    

邊長為 5 m l  的長方體中，未塗色的小方塊個數是多少？ (52)(m2)(l2)個   

請問你找出來的規律是什麼？每增加一層多出 (m2)(l2)個  

 

步驟 5. 

活動三的最後，請預測堆成邊長為 n m l  ，n,m,l 為大於或等於 2 的整數的長方體 (如

圖 15)，塗油漆後再拆開的情形 (表 21) (以 , ,n m l 表示 )。

 

圖 15、邊長為 n m l  的長方體 

表 21、小方塊個數之表格 (以 , ,n m l 表示 ) 

被塗到 3 個面  

的小方塊個數  

被塗到 2 個面  

的小方塊個數  

被塗到 1 個面  

的小方塊個數  

被塗到 0 個面  

的小方塊個數  

總共有幾個  

小方塊  

8 4[( 2)

( 2) ( 2)]

n

m l

 
  

 
2[( 2)( 2)

( 2)( 2)

( 2)( 2)]

n m

n l

m l

 
  
  

 

( 2)( 2)( 2)n m l    nml  

 

特別的， n n n  正方體積木之立體圖 (圖 16)及對應著色之表格 (表 22) 

 

 

l

m

n



科學教育月刊 第 343 期 中華民國一○○年十月 

- 42 - 

 

圖 16、邊長為 n n n  的正方體 

表 22、小方塊個數之表格 (以 n 表示 ) 

被塗到 3 個面  

的小方塊個數  

被塗到 2 個面  

的小方塊個數  

被塗到 1 個面  

的小方塊個數  

被塗到 0 個面  

的小方塊個數  

總共有幾個  

小方塊  

8 12( 2)n   26( 2)n   3( 2)n   3n  

所以 5 5 5  的正方體積木，表面著色後拆開著 3 面有  8 小塊；著 2 面的有  36 小塊；

著 1 面的有  54 小塊；6 面都沒著色的有  27 小塊，共  125 小塊。  

 

結論： (核驗下列乘法公式 ) 

邊長為 n m l  ，n,m,l 為大於或等於 2 的整數的長方體：  

[( 2) 2][( 2) 2][( 2) 2]nml n m l        

( 2)( 2)( 2) 2[( 2)( 2) ( 2)( 2) ( 2)( 2)]n m l n m n l m l              

          

 

4[( 2) ( 2) ( 2)]n m l      +8 

 

 

 

特別的，當 n=m=l 時為正方體 n n n   

3n n n n    
3 2( 2) 6( 2) 12( 2) 8n n n        

          

 

在塗油漆的問題中，一則從各表格中尋找規律，事實上，在小方塊數多時，要正確

點數塗油漆的個數，要有方法才不會數錯，這個點數的方法就是規律，答案就出來了。  

n

n

n

0 面  1 面  

2 面  3 面  

0 面  1 面  2 面  3 面  
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參、作業貳：找出三階方陣乘方的規律([3]) 

實施對象：高二學過矩陣中高程度的學生  

先備知識：三階方陣的乘法知識  

原題：若矩陣

0 0 2

A 1 2 1

1 0 3

 
   
  

，試問 nA ?  

修題：若方陣

0 0 2

A 1 2 1

1 0 3

 
   
  

，n 為正整數，試用一般式表方陣 nA 。  

活動一：寫出方陣 2A  

 

 

 

活動二：寫出方陣 3A  

 

 

 

活動三：寫出方陣 4A  

 

 

活動四：請比較 A ， 2A ， 3A ， 4A 各對應元的數值，你會發現它們之間的關聯，各對應

元的數值有一個很有意思的規律。  

 

請問：這些規律你發現了嗎？全部＿＿；部分＿＿  

例如它們的第一行第二列數值有什麼規律＿＿＿＿  

利用各元之間的規律性，試直接寫出：  

5

__ __ __

A __ __ __

__ __ __

 
   
  

 

活動五：依序再直接寫出：  

 

 

2 2

__ 0 __

A __ 2 __

__ 0 __

 
   
  

4 4

__ 0 __

A __ 2 __

__ 0 __

 
   
  

6

__ __ __

A __ __ __

__ __ __

 
   
  

3 3

__ 0 __

A __ 2 __

__ 0 __

 
   
  
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活動六：那麼你能寫出一般 nA 的結果了嗎？  

n

__ __ __

A __ __ __

__ __ __

 
   
  

 

活動七：上面的結果適用 n=1 的情況嗎？＿＿＿＿＿＿＿＿  

活動八：你能用數學歸納法來驗證 nA 的正確性嗎？請填寫完成下面矩陣：  

0 0 2 __ __ __ 0 0 2 __ __ __

A A A A 1 2 1 __ __ __ 1 2 1 __ __ __

1 0 3 __ __ __ 1 0 3 __ __ __

        
                 
              

n+1 n n  

注：參考答案

(2 2) 0 (2 2)

A 2 1 2 2 1

2 1 0 2 1

    
    
   

n n+1

n n n n

n n+1

 

 

肆、數學科試題改編成實作評量舉例  

底下另再提出二道出自 99 學年度高一上學期數學段考試題 ([4]、 [5] 、 [6])及一道

100 年指考數學甲的選填題，改編為實作評量題，提供高中數學評量的參考。  

 

一、原題([4]) 

設二次函數 2y ax bx c   的圖形過一、三、四象限，其圖形如圖 17，則下列何者正

確？______ 

(1) 0a   

(2) 0b   

(3) 0c   

(4) 2 4 0b ac   

(5) 0a b c                    

 

圖 17 

改編成如下的實作評量題：  

主題：  

設二次函數 2y ax bx c   ，其圖形經過第一、三、四象限，但不經過第二象限及原

點，則 a 、 b 、 c、 2 4b ac 及 a b c  等常數之正、負或 0 如何確定呢？  
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活動 1： 2 6 7y x x   的二次函數符合原題的條件嗎？不符合；  

理由：其圖形過第二象限  

活動 2：確定 a 之正、負  

步驟 1： 2y ax bx c   之圖形凹口是向上還是向下？  向下   

步驟 2：a 之正、負或 0 可以判定出來嗎？  a 0 

活動 3：  設 2y ax bx c   ，其圖形如圖 18，判定 b、 c、 2 4b ac 及 a b c  之正、負或 0。 

 

圖 18 

步驟 1：c 之正、負或 0 為何？  c 0  

步驟 2：b 之正、負或 0 為何？  b 0  

步驟 3： 2 4b ac 之正、負或 0 為何？  b2 4ac 0  

步驟 4： a b c  之正、負或 0 為何？  a b c f(1) 0 

活動 4：設 2y ax bx c   ，其圖形如圖 19，活動 3 中的哪些常數之正、負仍然不變？  

 b、c、b24ac  

 

 

 

 

 

 

圖 19 

活動 5 (結論 )：原實作評量題中哪些常數之正、負可以確定：  

 a 0、b 0、c 0、b2 4ac 0  

何者無法確定？  a b c (它可能正、負或 0)   

並可發現 : 考慮二次函數 2y ax bx c   的圖形 ，則 經第一、三、四象

限而不經過第二象限與原點之充要條件為 a 0, b 0, c 0, b2 4ac 0 
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二、原題([5]) 

已知 2( ) 6 5f x x x   若在 a x b  範圍內有 2 個 x 值使 ( )f x 得到最大值，  

則 a b  ______ 

這是一道新穎簡易的概念題，如果知道二次函數的對稱性，畫出其圖形應可容易求

解，很適合充作一般程度的高一上第一次段考的試題；亦可經由下列的方式改編成實作

評量題：  

主題：  

設 2( ) 6 5f x x x   ，且知在 a x b  時 ( )f x 有 2 個 x 值使 ( )f x 得到最大值，試確定 a，

b 的關係。  

活動 1：  

a，b 可同時小於 3 或同時大於 3 嗎？   

步驟 1： 0, 2,a b  能使主題成立嗎？  

 不能 (此時 f(x)只有 x 0 一個最大值 f(0)5)  

步驟 2： 4, 6,a b  能使主題成立嗎？  

 不能 (此時 f(x)只有 x 6 一個最大值 f(6)5)  

步驟 3： 1, 5,a b  能使主題成立嗎？  能 (此時 f(1)f(5)為最大值 )   

步驟 4 (結論 )：a，b 不可同時小於 3 也不可同時大於 3，對嗎？  對   

活動 2：  

當 100 100a b    有多少組整數數對 ( , )a b 能符合主題的假設呢？   

步驟 1：當 6 6a b    時，列出所有整數數對 ( , )a b ，在 a x b  有 2 個 x 值使 ( )f x 得

到最大值： (2, 4)、 (1, 5)、 (0, 6)  

步驟 2：那麼當 10 10a b    時有多少組整數數對 ( , )a b ，在 a x b  有 2 個 x 值使

( )f x 得到最大值：  7 組   

步驟 3：當 100 100a b    有多少組整數數對 ( , )a b 能符合主題的假設呢？  97 組  

活動 3：  

有多少組數對 ( , )a b ， a b 能符合原主題的假設呢？  

步驟 1：當 2.5a  時，b 之值為  3.5  

步驟 2：當 3 2a   時，b 之值為 3 2  

步驟 3：有多少組實數對 ( , )a b 能符合原主題的假設呢？  無限多組  

活動 4 (結論 )：  

原主題中 a，b 的關係如何？  a b  6 (或 a，b 為以 3 為對稱中心的對稱點 ) 
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三、原題(100 年指考數學甲選填題 C) 

坐標平面上，已知函數
3( ) 4 2f x x x   的圖形以 (1,3)A 為切點的切線為 L，則以

切線 L 及曲線 ( )y f x 為界所圍成區域的面積為        。  

這是一道得分率 38%中偏難、高鑑別度 71%的三次函數指考數學甲微積分範圍的新

穎好試題。可改編成下面難度不一的操作型實作評量題 ([7])：  

主題：  

設三次函數 3( )y f x ax cx d    的圖形為 ，以 ( , ( ))A h f h 為切點的切線為 L，與 圍

成的封閉區域為 R，則 R 的面積為何？  

活動 1：  

考慮 3( )y f x x  ， (1,1)A 的特例。  

步驟 1：此時切線 L 的方程式為 3 2y x  ；並設 L 與 的另一交點為 B，則 B 的 x

坐標為  2 。  

步驟 2：R 的面積 ( )A R 用定積分可以表示成
1 3

2
( 3 2)x x dx


  ，且 ( )A R 之值為

27

4
。  

活動 2：  

考慮 3( )y f x x  ， 3( , )A h h 且 0h  的情況。  

步驟 1：切線 L 的方程式為 2 33 2y h x h  ；並設 L 與 的另一交點為 B，則 B 的 x 坐

標為  2h 。  

步驟 2：此時 R 的面積 ( )A R 用定積分可以表示成 3 2 3

2
( 3 2 )

h

h
x h x h dx


  ，且 ( )A R 之值

為 427

4
h 。  

活動 3：  

考 慮 3( )y f x x d   ， 3( , )A h h d 且 0h  的 情 況 ； 切 線 L 的 方 程 式 為

2 33 2y h x h d   ；並設 L 與 的另一交點為 B，則 B 的 x 坐標為  -2h，此時 R 的面

積 ( )A R 用定積分可以表示成 3 2 3

2
( 3 2 )

h

h
x h x h dx


  ，且 ( )A R 之值為 427

4
h 。  

活動 4：  

考 慮 3( )y f x x x d    ， 3( , )A h h h d  且 0h  的 情 況 ； 切 線 L 的 方 程 式 為

2 3(3 1) 2y h x h d    ；並設 L 與 的另一交點為 B，則 B 的 x 坐標為  2h ，此時 R

的面積 ( )A R 用定積分可以表示成 3 2 3

2
( 3 2 )

h

h
x h x h dx


  ，且 ( )A R 之值為 427

4
h 。  

12 13
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活動 5：  

當 3( ) 4y f x x  ， (1,4)A 的情況；此時切線 L 的方程式為 12 8y x  ；並設 L 與 的

另一交點為 B，則 B 的 x 坐標為  2 ，此時 R 的面積 ( )A R 用定積分可以表示成

1 3

2
(4 12 8)x x dx


  ，且 ( )A R 之值為  27 。  

活動 6：  

當 3( ) 4y f x x  ， 3( ,4 )A h h 的情況；此時切線 L 的方程式為 2 312 8y h x h  ；並設 L 與

的另一交點為 B，則 B 的 x 坐標為  2h ，此時 R 的面積 ( )A R 用定積分可以表示

成 3 2 3

2
(4 12 8 )

h

h
x h x h dx


  ，且 ( )A R 之值為  27h4 。  

活動 7：  

當 3( ) 4y f x x d   ， 3( ,4 )A h h d 的情況；此時切線 L 的方程式為 2 312 8y h x h d   ；

並設 L 與 的另一交點為 B，則 B 的 x 坐標為  2h ，此時 R 的面積 ( )A R 用定積分

可以表示成 3 2 3

2
(4 12 8 )

h

h
x h x h dx


  ，且 ( )A R 之值為  27h4 。  

活動 8：  

當 3( ) 4y f x x x d    ， 3( ,4 )A h h h d  的 情 況 ； 此 時 切 線 L 的 方 程 式 為

2 3(12 1) 8y h x h d    ；並設 L 與 的另一交點為 B，則 B 的 x 坐標為  2h ，此時 R

的面積 ( )A R 用定積分可以表示成 3 2 3

2
(4 12 8 )

h

h
x h x h dx


  ，且 ( )A R 之值為  27h4 。  

活動 9：  

當 3( ) 4y f x x cx d    ， 3( ,4 )A h h ch d  的 情 況 ； 此 時 切 線 L 的 方 程 式 為

2 3(12 ) 8y h c x h d    ；並設 L 與 的另一交點為 B，則 B 的 x 坐標為  2h ，此時 R

的面積 ( )A R 用定積分可以表示成 3 2 3

2
(4 12 8 )

h

h
x h x h dx


  ，且 ( )A R 之值為  27h4 。  

活動 10：  

當 3( )y f x ax cx d    ， 0a  ， 3( , )A h ah ch d  ， 0h  的情況；此時切線 L 的方程

式為 2 3(3 ) 2y ah c x ah d    ；並設 L 與 的另一交點為 B，則 B 的 x 坐標為  2h ，

此時 R 的面積 ( )A R 用定積分可以表示成 3 2 3

2
( 3 2 )

h

h
ax ah x ah dx


  ，且 ( )A R 之值為

427

4
ah ，一般的情況， 0a  、 0h  時 ( )A R 之值為 427

4
a h 。  
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活動 11：  

特別情況 3( ) 4 2y f x x x    ， (1,3)A 時 ( )A R 之值為  27 。  

活動 12：  

3y x ， ( 2, 8)A   時 ( )A R 之值為  108 ，而 3( ) 4 2y f x x x    ， ( 2, 36)A   時 ( )A R 之

值為 432( 27 16)  。  

 

伍、結論  

實作評量可針對特殊的數學甄試來設計，例如數理實驗班、資優班或科學班的試題

(含甄選、段考或會考 )，另如中小學數學科教師的甄選，由實例可顯現其功能。尤其可

就適當的對象，搭配彈性配分的新穎簡易實作評量題，應是好的題型，即使數學大考設

計一道答題 10~15 分鐘以內，配分 10~20 分的實作評量題，也可使它形成既有特色又具

效率的評量。99 年指考數學乙選填題 C；100 年指考數學甲多選題 6 與非選擇題一，亦

可改編成很有特色的實作評量題，不妨試一試，會發現改編的難度不高而又能大大提昇

命題技術，又可增進學生的思考層面，期待數學教師善用實作評量，促進數學教學的正

面發展。  
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