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連鎖規則的探究 

朱啟台 1* 曾政清 2 陳昭地 3 
1教育部  高中數學學科中心  

2臺北市立建國高級中學  
3國立臺灣師範大學  數學系  

壹、前言  

微 積 分 這 門 學 問 是 從 十 七 世 紀 歐 洲

數學家為研究切線、速度加速度、極大極

小值與面積等四個主題所發展出來的，這

四個主題中最關鍵的就是切線和面積兩大

問題。當代包括費馬（Pierre de Fermat，  

1601~1665）、 笛 卡 兒 （ René  Descartes，  

1596~1650）、惠更斯（Christian Huygens， 

1629~1695 ） 和 巴 洛 （ Isaac Barrow ，  

1630~1677） 等 數 學 大 家 ， 都 曾 經 給 出 切

線 問 題 的 部 分 解 答 ， 甚 至 笛 卡 兒 在 1637

年說過切線問題是他一生中所知道的最有

用和最具一般性的幾何問題，也是他一生

中最渴望瞭解的問題 ([1])。顯見在十七世

紀中對這項問題的重視程度。之後，首次

全面性的解決切線問題還是要歸功於牛頓

（1642~1727）和萊布尼茲（1646~1716）。 

原 先 用 微 分 概 念 來 求 一 個 函 數 圖 形

上 一 點 的 斜 率 ， 得 到 了 在 此 點 圖 形 的 切

線，使得切線問題獲得初步的瞭解，對於

以方程式呈現的曲線，須經適當的工具當

媒介，始能全盤性的瞭解曲線的切線，這

就跟合成函數微分性質的連鎖規則（或稱  

*為本文通訊作者  

連鎖律 (The Chain Rule)）有密切的關係，

而連鎖規則除了能大大拓廣可微分函數的

對象，其另外的功能如隱函數微分法與相

關變率的問題更是包括在它的應用範圍。

本文參照最新版本的微積分教科書（含參

考資料 [1]，  [2]，  [3]），綜合找出最直觀

嚴謹的初等證法，進而舉出其應用範例，

提供微積分教學的參考。  

 

貳、連鎖規則的直觀看法  

假設你正準備開車去旅遊。已知每公

升的汽油可行駛 12 公里，那麼你能行駛的

總 里 程 數 是 你 的 汽 車 油 箱 中 汽 油 量 的 函

數，若以 y表示行駛的里程數，u 表示汽

油 公 升 數 ， 則 y 是 u 的 函 數 ， 或 可 記 作

( )y f u ； 假 設 當 時 的 汽 油 價 格 是 每 公 升

30 元，則加油的數量是汽油費用的函數，

若 以 x 表 示 花 在 汽 油 的 費 用 ， 那 麼

( )u g x 。現在每公升行駛 12 公里，是行

駛里程數對汽油用量的變率，因此  

( ) 12
dy

f u
du

   公里 /公升。  

同樣地，因汽油每公升 30 元，每塊

錢的花費讓你使用
1

30
公升的汽油，故  
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1
( )

30

du
g x

dx
   公升 /元。  

綜合起來，行駛的里程數也是汽油費用的

函數，這樣的結果可用 g與 f 的合成函數

來呈現：  

( ) ( ( ))y f u f g x  。  

如果你想知道每塊錢能行駛多少里程，亦

即求
dy

dx
，直覺來看可把它們的變率相乘起

來，即  

dy dy du

dx du dx
 

 

12 1

1 30
 

公里 公升

公升 元
 

12
0.4

30
 

公里
公里 元

元
/  

上式的結果亦可用如下的簡圖來顯示：  

 
圖 (1) 

這裡似乎蘊藏著中間上下的「 du」可以忽

略 掉 或 甚 至 約 掉 ， 當 然 本 例 中 0du  ， 這

樣子想是沒問題的，轉換至一般的問題，

當 0du  可 能 會 產 生 0du  那 就 產 生 一 些

麻煩！為了避免這些麻煩，就須多花點心

思來處理！  

參、連鎖規則的簡易初等證明與運

算實例 

各 初 等 微 積 分 的 版 本 都 會 或 補 充 給

予連鎖規則詮釋外的理論證明 ([1]， [2]，

[3])， 但 幾 乎 每 種 證 法 都 有 不 少 的 難 度 或

很難想像到的技巧。底下是我們綜合各個

方法幾乎是最簡易的證法。  

定理 1 

假 設 ( )y f u 是 u 的 可 微 分 函 數 ，

( )u g x 是 x的可微分函數，則合成函

數 ( )y f g x  是 x的可微分函數且有  

dy dy du

dx du dx
  ………………  (1) 

亦即  ( ( ) ( ( )) ( )
d

f g x f g x g x
dx

   

在 給 予 正 式 證 明 之 前 ， 考 慮 x c 且

( ) ( )g x g c ， x c  ，注意到可微分一定連

續，故 lim ( ) ( )
x c
g x g c


 ，如果 ( ) ( )g x g c ，  

x c  ，那麼  

( ( )) ( ( ))
( ) lim

x c

f g x f g c
y c

x c

 


 

( ( )) ( ( )) ( ) ( )
lim

( ) ( )x c

f g x f g c g x g c

g x g c x c

 
 

 
 

( ( )) ( ( )) ( ) ( )
lim lim

( ) ( )x c x c

f g x f g c g x g c

g x g c x c 

 
 

 

( ( )) ( )f g c g c  。  

上式的推論中有 ( ) ( )g x g c ， x c  的

假 設 ， 否 則 在 數 學 上 就 不 可 以 這 樣 的 處

理，當然為了記得這個規則，一開始這樣

假設是有助於連鎖規則的瞭解。以下給予
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正確完整的證明。 

定理 1 的證明： 

由示意圖(2)， ( )u g x 在 x可微分，即 

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

g x x g x u
g x

x x   

     
 

， 

 

即 

lim ( ) 0
0

u
g x

xx

       
， 

令 

1

( ),   0;
( )

0 ,   0.

u
g x x

xx

x


     

  

 

則得 

 1( ) ( )u g x x x x        

且 1
0

lim ( ) 0
x

x
 

  ，故得 

1( ) ( )u g x x x x        

  
 1( ) ( )g x x x    …………… (2) 

同理，如示意圖(3)知 

 2( ) ( )y f u u u     …………… (3) 

其中 2
0

lim ( ) 0
u

u
 

  ， 2 (0) 0  ， 

 

綜合(2)，(3)得 

  2 1( ) ( ) ( ) ( )y f u u g x x x         …(4) 

1 2[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f u g x f u x g x u           

2 1( ) ( )]u x x     

故知 

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
y

f u g x f u x g x u
x

         


 

    2 1( ) ( )u x    ， 0x   

另由 1
0

lim ( ) 0
x

x
 

  ， 

0
lim 0
x

u
 

  ( 2
0

lim ( ) 0
x

u
 

   )，於是

1
0 0

lim ( ) ( ) ( ) lim ( )
x x

y
f u g x f u x

x


   

     


 

2 2 1
0 0

( ) lim ( ) lim ( ) ( )
x x

g x u u x  
   

      

( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0 0 0f u g x f u g x           

( ) ( )f u g x  。  

圖 (3) 

圖 (2) 
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討論：  

上面的證明最值得注意的是 (2)，  (3)

兩式，以及合併 (2)，  (3)兩式的 (4)式

就可輕易得到證明。  

推論 1-1：  

設 ( )y f u ， ( )u g v ， ( )v h x 為三個

可微分函數 ，則 ( )y f g h x   亦為可

微分函數且有  

dy dy du dv

dx du dv dx
  

 

亦即 

 ( ( ( )))

( ( ( ))) ( ( )) ( )

d
f g h x

dx
f g h x g h x h x    

 

證明： 

這是連續用兩次連鎖規則的結果 

dy dy dv dy du dv

dx dv dx du dv dx
     。

 

底下看看一些連鎖規則運算的範例。  

範例 1  

若 u 為 x的可微分函數， n為整數，  

則   1n nd du
u nu

dx dx
 ， 

此乃   1n n nd d du du
u u nu

dx du dx dx
  

 

（此式在 1 0n   時，須 0u  ）  

因此 

6 5 5( 1) 6( 1) ( 1) 6( 1)
d d
x x x x

dx dx
     

 

所以

 
11

5 6 6 6

0 0

1 1 63
( 1) ( 1) 2 1

6 6 6
x dx x       

範例 2 

因為
1 1

2

d
x

dx x
  ( 0)x  ，  

2( 1) 2
d
x x

dx
  ，  

故  2 2

2

1 1
1 ( 1)

2 1

d d
x x

dx dxx
    

  

2 2

1 2

2 1 1

x x

x x
  

 
，  

所以  
11

2

20 0
1 2 1

1

x
dx x

x
   


  

範例 3 

因  
1 1

2

d
x

dx x
  ( 0)x  ，  

2 2( ) 2
d
a x x

dx
   ，  

故

2 2

2 2

1 1
( 2 )

2

d
a x x

dx a x
    



2 2

x

a x





， x a  

範例 4 

因  3

3 2

1 1

3

d
x

dx x
  ( 0)x  ，  

2 2
d
x x

dx
 ，  2 1 2 1

d
x x x

dx
    ， 

故   223 1
d

x x
dx

   

 
2

423

1 1
2( 1) (2 1)

3
1

x x x

x x
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3 2

1 4 2

3 1

x

x x


 

 
， 

所以

 
1

1 223
3 20

0

1 4 2
1

3 1

x
dx x x

x x


   

 
  

3 9 1   

範例 5 

因  sin cos
d

x x
dx

 ，

1 1

2

d
x

dx x
  ( 0)x  ，  

 4 31 4
d
x x

dx
  ，  

故  4sin 1
d

x
dx

  

   4 4

4

1 1
cos 1 1

2 1

d
x x

dxx
    


 

  3
4

4

2
cos 1

1

x
x

x
  


 

 

肆、連鎖規則在求隱微分法上的應

用  

上節的範例中，函數都以顯明形式來表

示，例如方程式 2 1y x  ， 21y x  等

等都為顯函數形式。但有些函數只是隱藏在

某 一 方 程 式 中 ， 例 如 21y x  或

21y x   等都是隱藏在方程式 2 2 1x y 

中，如果要在 1x   下求
dy

dx
，可以先把 y以

x明顯的表示出來再微分。 

隱函數

形式  
2 2 1x y   

顯函數

形式  

21y x   

或  

21y x    

導函數

2
  ( 1)

1

dy x
x

dx x


  

  

或  

2
  ( 1)

1

dy x
x

dx x
  


 

 

這 裡 要 注 意 的 是 ： 當  ,x y 在 圓 上 ， y 正

時 ， 取 21y x  ，  而 y 負 時 ， 則 取

21y x   。但在很多的方程式中，例如

2 32 4 1x y y   ，  如 果 以 x 表 示 y 時 ， 將

會碰到很大的麻煩，就要以其它方式求其

導函數。  

  首先，我們要對 x作微分，所以微分

對象只涉及 x的話，那方法如上節範例一

點困難都沒有，但是一旦要微分 y的話，

由於 y其實是一個隱含可定義的可微分函

數，那就需要用到連鎖規則來處理；這種

微分過程就稱為隱微分法。  
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範例 6（對 x微分）  

(1)  3 23
d
x x

dx
  

(2)  3 23
d dy
y y

dx dx
  

(3)  2 3 2 3
d dy

x y
dx dx

    

(4)      2 2 2d d d
xy x y y x

dx dx dx
   

 22 1
dy

x y y
dx

   
 

22
dy

xy y
dx

   

在作進一步的範例前，先設好隱微分法的

指導原則：  

 

範例 7 

已知 2 2 25x y  ，  求
dy

dx
。  

解： 

(1)    2 2 25
d d
x y

dx dx
  ， 

    2 2 0
dy

x y
dx

   

(2) 2 2
dy
y x
dx

   

(3) 
dy
y x
dx

   

(4) 
dy x

dx y
    0y   

由範例 7 可知用隱函數微分法比直接

求  225
d

x
dx

  還簡便得多！一般的二次

曲線如拋物線、橢圓，雙曲線也都可以用

隱函數微分法求得過二次曲線上一點的切

線斜率，因此也就可以求得二次曲線上一

點為切點的切線了！  

範例 8  

求 圖 形 2 24 4x y  以
1

2,
2

 
 

 
為 切

點的切線斜率。  

解：  

(1)    2 24 4
d d
x y

dx dx
  ，  

2 8 0
dy

x y
dx

   

(2) 8 2
dy
y x
dx

  ，  4
dy
y x
dx

   

(3) 
4

dy x

dx y
  ，  

(4) 故以
1

2,
2

 
 

 
為切點的切線斜

(1) 將含有 ,x y關係式（方程式）左右

兩邊同時對 x微分。  

(2) 將含有
dy

dx
的所有項移到式子的左

邊，而把其它項都移到式子的右

邊。  

(3) 左邊提出
dy

dx
。  

(4) 把式子左邊不含
dy

dx
的項移到右

邊，解出
dy

dx
（當然式子左邊不可

為 0）。  
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率為
2 1

21
4

2

dy

dx
  

  
 

 

範例 9 

求  22 23 100x y xy  的 圖 形 以  1,3 為

切 點 的 切 線 斜 率 。（ 此 曲 線 為 雙 紐 線

(Lemniscate)）  

解：  

(1)    
22 23 100

d d
x y xy

dx dx
    

，  

    2 23 2 2 2
dy

x y x y
dx

   
 

 

 100 1
dy
x y
dx

    
 

(2)  2 212 100
dy dy

y x y x
dx dx

   

 2 2100 12y x x y    

(3)  2 212 100
dy

y x y x
dx

     

 2 2100 12y x x y    

(4) 
 
 

2 2

2 2

100 12

100 12

y x x ydy

dx x y x y

 

  

 

 
 

2 2

2 2

25 3

25 3

y x x y

x y x y

 

  

 

(5) 以  1, 3 為切點的切線斜率為  

 
     

2 2

2 2

25 3 3 1 1 3

25 1 3 3 1 3

dy

dx

    

  

 

75 30 45 9

25 90 65 13


  
 

 

 

範例 10 

求笛卡兒葉形線 (Folium of Descartes) 

3 3 6 0x y xy   在點
4 8

,
3 3

 
 
 

的斜率。  

解：  

(1)  3 3 6 0
d
x y xy

dx
   ，   

2 23 3 6 6 0
dy dy

x y y x
dx dx

     

(2) 2 23 6 6 3
dy dy

y x y x
dx dx

    

(3)  2 23 6 6 3
dy

y x y x
dx

   ，  

(4) 
2 2

2 2

6 3 2

3 6 2

dy y x y x

dx y x y x

 
 

 
，  

(5) 在點
4 8

,
3 3

 
 
 

的斜率為  

2

2

8 4 16 162
43 3 3 9

64 8 58 4
2 9 33 3

dy

dx

       
     

       
   

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3
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範例 11 

當 n為有理數時，求證：

  1n nd
x nx

dx
 。  

解：  

令
q

n
p

 ， ,p q為整數， 0p  ，因為

q
n py x x  ， 所以 p qy x ，利用隱微

分法將上式兩邊對 x微分：  

1 1p qdy
py qx

dx
  ，  

故得  

1 1 1

1
1( )

qq q
p

p q
pp

dy q x q x q
x

dx p p py
x

  




     ，  

得證。  

配合範例 11，範例 4 可計算如下：  

   
2

22 23 31 1
d d

x x x x
dx dx

    

   
1

2 32
1 2 1

3
x x x


    

 

 23

1 4 2

3 1

x

x x


 

 
 

答案完全一致。  

結 束 本 節 之 前 提 供 幾 個 有 趣 的 例 子

供作練習：  

1. 求 艾 妮 絲 箕 舌 線 (Witch of Agnesi) 

 2 4 8x y  在點 (2, 1) 的斜率。（參考答

案：
1

2
 ）  

 

2. 求巴洛κ曲線 (Kappa curve of Barrow) 

 2 2 2 2x x y y  在 點
2 2

,
2 2

 
  
 

的 斜

率。（參考答案：3）  

 

-1 -0.5 0.5 1

-0.75

-0.5

-0.25

0.25

0.5

0.75

-4 -2 2 4

0.5
1

1.5
2

-4 -2 2 4

-6

-4

-2

2
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3. 求雙葉線 (Bifolium)  22 2 24x y x y 

在點  1,1 的斜率。（參考答案：0）  

 

4. 求 星 形 線 (Astroid) 
2 2

3 3 5x y  在 點

 8,1 的斜率。（參考答案：
1

2
 ）  

 

伍、連鎖規則在求相關變率上的應

用  

在上段中我們介紹了利用連鎖規

則，以隱微分法求
dy

dx
，  另一個連鎖規則

的重要應用是求出兩個或多個與時間同時

改變的變數間的變率。例如：當水從一個

倒立正圓錐形槽底流出時，存水的體積

V ，  水面的半徑 r和高度 h都是時間 t的

函數。已知這三個變數之方程式為  

2

3
V r h


 ， 

以隱微分法可求它們之間的相關變率的方

程式。  

  2

3

d d
V r h

dt dt

   
 

，

2 22 2
3 3

dV dh dr dh dr
r h r r rh

dt dt dt dt dt

                
。 

因此可知 V 的變率與 ,h r各自變率有關。  

再看底下有關相關變率的範例。  

範例 12 

設 x 和 y 都 是 t 的 可 微 分 函 數 且 滿 足

3y x 。已知 1x  時 2
dx

dt
 ，求 1x  時

的
dy

dt
。  

解：  

(1) 3 23
dy d dx

x x
dt dt dt

   

(2) 23 1 2 6
dy

dt
     

範例 13 

一 個 物 體 以 順 時 針 沿 著 單 位 圓

2 2 1x y  運 動 。 已 知 當 它 經 過 點

1 3
,

2 2

 
  
 

時 ， 其 y 坐 標 對 時 間 的 變 率

-10 -5 5 10

-10

-5

5

10

-1 -0.5 0.5 1

0.2

0.4

0.6

0.8
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正在以每秒 3 單位減少，試求此時其  

坐標對時間的變率為何？  

解：  

本 問 題 相 當 於 ： 在 已 知
1

2
x  ，

3

2
y  ， 3

dy

dt
  ，求在 2 2 1x y  的條

件下之
dx

dt
 ? 為此，在 2 2 1x y  兩邊

對 t作隱微分：  

2 2 0
dx dy
x y
dt dt

 
 

得  
dx y dy

dt x dt
  。  

以  
1

2
x  ，

3

2
y  及 3

dy

dt
 

 
代入

 

得     3 3 3 3
dx

dt
     ，  

dx

dt  
為正值，表 x坐標正在增加。  

範例 14 

以 每 分 鐘 4 立 方 呎 的 速 度 將 氣 球 充

氣。當半徑是 2 呎時，求半徑對 t的

變率。  

解：  

以 V 表氣球體積， r表半徑；已知變

率： 4
dV

dt
 （固定變率），求出：當 2r 

時的
dr

dt
。首先找出 V 與 r之間的關係

式，方程式： 34

3
V r ，兩邊同時對 t

作 隱 微 分 得 ： 24
dV dr

r
dt dt

 ， 故

2

1

4

dr dV

dt dtr
 ，最後以 2r  ， 4

dV

dt
 代

入得
2

1 1
4

44 2

dr

dt 
  


 呎 /分。  

範例 15  

棒 球 場 上 的 四 個 壘 包 分 別 在 邊 長 90

呎的正方形頂點上，假設一個已在二

壘的選手試圖盜上三壘，已知他在離

三 壘 20 呎 時 ， 他 的 速 度 是 每 秒 30

呎。試問此選手跟本壘間的距離變率

為何？  

解： 

設 t 表該選手自二壘跑到三壘的秒

數， x表該選手距三壘的呎數， y表

該選手距本壘的呎數，示意圖如下。  

 

已知
20

30
x

dx

dt 
  呎 /秒，要求

20x

dy

dt 
 ?

為此，先列出 ,x y 的方程式  

2 2 290x y   
兩邊對 t作隱微分得：  
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2 2
dx dy
x y
dt dt


 

即得
dy x dx

dt y dt
 ，當 20x  時，

2 220 90 8500 10 85y     ，  

代入得  

 
20

20
30

10 85
60

6.51 /
85

x

dy

dt 

 

    呎 秒。

 

以上負值表二壘跑向三壘時，他跟本

壘的距離正在減少之中；反觀，若從

一壘跑向二壘時，同樣的狀況可列出

 22 290 90y x   ，  

 2 2 90
dy dx
y x
dt dt

    
 

，  

90dy x dx

dt y dt

      
  

，  當 20x  時，  

2 8100 4900 13000y    ， 10 130y  ， 

故  
20

70 210
30 18.38

10 130 130x

dy

dt 
     呎

/秒，此時顯示盜壘者跟本壘間的距離

較快速的增加，相較之下，盜二壘成

功 的 機 會 比 二 壘 盜 三 壘 的 增 加 很

多，符合棒球比賽現場的實況。  

 

陸、結論  

本文給出連鎖規則的直觀意義，及簡

易的初等證明與運算實例，並舉例說明它

在 隱 微 分 法 及 相 關 變 率 上 的 重 要 應 用 範

例，能大大的增廣微積分的應用範圍。  
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