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利用線性變換證明三次函數陳朱洪性質 

蕭健忠  
國立臺南第一高級中學  

 

壹、前言  

2011 年 1 月 17、18、19 日三天，參

加教育部高中數學學科中心在建國中學辦

理 100 年度種子教師培訓課程。在最後一

天研習課程，臺灣師大數學系朱亮儒教授

演講「三次函數圖形的三個超額特徵」(朱

亮儒、洪有情、陳昭地，2010)，提供給高

中老師作為微積分的「三次函數圖形」的

補充教材。這三個「超額特徵」中，第三

個特徵「陳朱洪性質」最為別出心裁，性

質敘述如下：  

陳朱洪性質：  

設 A 為函數
3 2( )f x ax bx cx d    圖

形上異於反曲點的任意一點，並設以

A 為切點的切線交曲線： ( )y f x 於

另一點 B，再以 B 為切點作的切線

交另一點 C。若 R 表示與切線 AB

所圍成區域的面積，而 S 為與切線

BC 所圍成區域的面積，則 S=16R。  

陳、朱、洪指的是陳昭地、朱亮儒與

洪有情三位教授所採用的證明方法，是直

接利用積分求兩區域的面積  (朱亮儒、洪

有情、陳昭地，2010)。在朱教授的上課過

程中，我一直在想為什麼是定值 16 倍？我

隱隱約約覺得可能與平面的線性變換有

關。這篇短文是想提供「陳朱洪性質」一

個不同角度的看法，也是參加這次研習之

後的心得報告。  

 

貳、「陳朱洪性質」不同角度的看法  

以下從最簡單情形開始，我們最終會

討論到一般情形。  

一、 3( ) f x x 的情形 

朱教授的演講是從一個最簡化的函

數 3( )f x x 來討論，這裡延續這個歷程。

設 3( )f x x 而出發點為 A(1,1)，計算可得

B(-2,-8)、C(4,64)，如下圖：  
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因為猜想可藉由線性變換將區域 R 對

應到區域 S，若將區域 R 中 x 坐標小於或

等於 0 的部分稱為區域 R'，區域 S 中 x 坐

標大於或等於 0 的部分稱為區域 S' ，那麼

這個線性變換也會將區域 R' 對應到區域

S'，而得到區域 S' 的面積是區域 R'面積的

16 倍。利用積分求面積，因為直線 AB 的

方程式為 y=3x-2，直線 BC 的方程式為

y=12x+16，所以  

區域 S' 的面積= 4 3(12 16 ) 960 x x dx    

區域 R'的面積=
0 3

2
[ (3 2)] 6x x dx


    

果然區域 S' 的面積是區域 R' 面積的 16

倍，初步證實我們的猜想。  

接下來就是找出這個線性變換。因為

這個線性變換將 A(1,1)對應到 B(-2,-8)、

將 B(-2,-8)對應到 C(4,64)，所以很容易找

到線性變換 T1=
2 0

0 8

 
  

。再檢查曲線在

A 到 B 這一段的對應，曲線在 A 到 B 這

一 段 上 的 任 一 點 可 以 表 式 為 ( 3a,a ) ，

2 1a   ，因為  

1 3 3 3 3

2 22 0

0 8 8 ( 2 )

a a a a
T
a a a a

         
                    

，  

又 2 2 4a    ，所以線性變換 T1 將在 A

到 B 這一段的點一對一對應到在 B 到 C

這一段的點。  

 解決邊界部分的對應，我們可以知

道線性變換 T1 將區域 R 對應到區域 S，所

以  

S=R
2 0

0 8





=16R。  

 

二、函數 3( )f x ax px  的情形   

對於一般的三次函數，我們也想找出

類似的變換。我們知道利用配方 (橫向平

移 ) ， 可 以 消 去 二 次 項 ， 得 到 函 數

3( )f x ax px q   ，先考慮 q=0 的情形，這

是比較單純的狀況，因為此時我們希望找

到的變換將 (0,0)對應到 (0,0)，是一個線性

變換。  

現在令函數 3( )f x ax px  ，設 A(h , 

f(h) )，計算可得 B(–2h , f(–2h ))、C(4h , 

f(4h)) ， 考 慮 平 面 上 的 線 性 變 換

T2=
2 0

6 8p

 
  

，由  

2 3

2 0

6 8

h
T A

p ah ph

  
         

3

2

8 2

h

ah ph

 
  

  
 

2

( 2 )

h
B

f h

 
   

，

2 3

22 0

6 8 8 2

h
T B

p ah ph

  
          

3

4

64 4

h

ah ph

 
  

 
 

4

(4 )

h
C

f h

 
  
 

，  

並且容易檢查 T2 將在 A 到 B 這一段的點

一對一對應到在 B 到 C 這一段的點。所

以，線性變換 T2 將區域 R 對應到區域 S，
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故 S=R
2 0

6 8p





=16R。  

 

三、函數 3( )f x ax px q   的情形 

現在考慮 q0 的情形，這時候，不是

線性變換了，還要加上平移。  

對於三次函數 3( )f x ax px q   ，設

A(h , f(h))，可得 B(–2h , f(–2h))、C(4h, 

f (4h))，考慮平面變換  

2 2
3 :T R R ，定義

3

2 0 0

6 8 9

x x
T

y p y q

       
               

 

由   3 3

2 0 0

6 8 9

h
T A

p qah ph q

    
           

 

     
3

2 2

( 2 )8 2

h h
B

f hah ph q

   
          

， 

3 3

22 0 0

6 8 98 2

h
T B

p qah ph q

    
            

 

       
3

4 4

(4 )64 4

h h
C

f hah ph q

   
         

，  

同前所述，T3 將在 A 到 B 這一段的點一

對一對應到在 B 到 C 這一段的點。所以，

變換 T3 將區域 R 對應到區域 S，因為平移

不會影響面積，故 S=R
2 0

6 8p





=16R。  

 

四、函數 3 2( )f x ax bx cx d    的情

形 

最 後 ， 我 們 討 論 一 般 三 次 函 數

3 2( )f x ax bx cx d    的情 形。 設 A(h , 

f(h))，可得 B(– 2h
b

a
 , f (– 2h

b

a
 ))、

C(4h
b

a
 , f(4h

b

a
 ))，考慮平面變換  

2 2
4 :T R R ，定義

2
4

2 0

2
6 8 9

b
x x aT by y bcc da a

                           

， 

由

2
4 3 2

2 0

2
6 8 9

b
h aT A b bcah bh ch dc da a

                        

   

2
3 2

2

2
8 8 2

b
h
a

b bc
ah bh ch h d

a a

   
 
        

  

2

( 2 )

b
h
a B
b

f h
a

   
  
    

 

同理可得 4T B C ，所以 T4 將就是我們要

找的變換，它將區域 R 對應到區域 S，故

S=R 2

2 0

2
6 8

b
c

a




 
=16R。  

至此，我們利用平面變換證明了陳朱

洪性質。  

 

五、三次曲線上的點集合有加法的

代數結構 

設 P、Q 是： 3 2( )f x ax bx cx d    上

的點，則直線 PQ(如果 P=Q，取切線 )與曲

線有一個交點 R，定義 P+Q=R。設

P( 1 1, ( )x f x )、Q( 2 2, ( )x f x )，直線 PQ 的方
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程式為 1 2
1 1

1 2

( ) ( )
( ) ( )

f x f x
y x x f x

x x


  


，與 3 2y ax bx cx d    聯立求解，稍稍計算可求得

另一交點坐標為 ( 1 2 1 2( ), ( ( ))
b b

x x f x x
a a

      )，即為 R 的坐標。注意，如果 P、Q 是同一

點，這個結果也是對的。整理成以下性質 1：  

性質 1：設 P( 1 1, ( )x f x )、Q( 2 2, ( )x f x )是三次曲線: 3 2( )f x ax bx cx d    上的兩個點，若

R=P+Q，則 R 的坐標為 ( 1 2 1 2( ), ( ( ))
b b

x x f x x
a a

      )。  

再將變換 T4 加進來，有以下性質：  

性質 2：T4(P+Q)=T4(P)+T4(Q)。  

證明：設 P( 1 1, ( )x f x )、Q( 2 2, ( )x f x )，由 (四、函數
3 2( )f x ax bx cx d    的情形 )，  

4 1 1' ( ) ( 2 , ( 2 ))
b b

P T P x f x
a a

      ， 4 2 2' ( ) ( 2 , ( 2 ))
b b

Q T Q x f x
a a

      ，  

T4(P)+T4(Q)= ' 'P Q 1 2 1 2( ( 2 2 , ( ( 2 2 ))
b b b b b b

x x f x x
a a a a a a

            
 

1 2 1 2(2( ) , (2( ) ))
b b b b

x x f x x
a a a a

       …… 

若 R=P+Q，由前所述，R 坐標為 ( 1 2 1 2( ), ( ( ))
b b

x x f x x
a a

      )，  

由 (四、函數
3 2( )f x ax bx cx d    的情形 )，  

'R 4 1 2 1 2( ) ( 2( ( )) , ( 2( ( )) )
b b b b

T R x x f x x
a a a a

           
 

1 2 1 2(2( ) , (2( ) )
b b b b

x x f x x
a a a a

       …… 

比較，T4(P+Q)= T4(P)+ T4(Q)，得證。  

性質 2 的意義如下圖所示：以 P、Q 為切點的切線分別交三次曲線於點 'P 、 'Q ，過

P、Q 的直線交三次曲線於點 R，過 'P 、 'Q 的直線交三次曲線於點 'R ，則以 R 為切點的

切線交三次曲線於點 'R 。  
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六、修正  

在 (五、三次曲線上的點集合有加法的代數結構 )中定義的加法不滿足群的條件，還

好修正一下就可以了。假設 O 是曲線： 3 2( )f x ax bx cx d    的反曲點，定義 PQ 為

P+Q 關於反曲點 O 的對稱點。如此一來， (, )就是一個加法群，反曲點 O 是此加法群

的單位元素。  

下面我們來檢查 (,)是一個加法群。因為反曲點 O 的坐標為 ( , ( )
3 3

b b
f

a a
  )，利用性

質 1，馬上得到 PQ：  

性質 3：設 P( 1 1, ( )x f x )、Q( 2 2, ( )x f x )是三次曲線： 3 2( )f x ax bx cx d    上的兩個點，

若 S=PQ，則 S 的坐標為 ( 1 2 1 2, ( )
3 3

b b
x x f x x

a a
    )。  

性質 4： (,)是一個加法群。  

證明：設 P( 1 1, ( )x f x )、Q( 2 2, ( )x f x )、R( 3 3, ( )x f x )是三次曲線： 3 2( )f x ax bx cx d    上

的任意三個點，且反曲點為 O( , ( )
3 3

b b
f

a a
  )，則  
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(1)  PO=OP=( 1 1( ) , ( ( ) )
3 3 3 3

b b b b
x f x

a a a a
      )=P 

(2) 設 'P 為 P 關於反曲點 O 的對稱點，因為三次曲線對稱於反曲點 O，所以 'P 也

是上一點，且 'P 坐標為 ( 1 1
2 2

, ( )
3 3

b b
x f x

a a
    )。  

P 'P =P 'P =( 1 1 1 1
2 2

( ) , ( ( ) )
3 3 3 3

b b b b
x x f x x

a a a a
        )=( , ( )

3 3

b b
f

a a
  )=O；  

即 'P 是 P 的加法反元素。  

(3)  PQ=QP，很顯然。   

(4)  最後驗證結合律：(PQ)R=P(QR)。 

(PQ)R=( 1 2 1 2, ( )
3 3

b b
x x f x x

a a
    )R 

     =( 1 2 3 1 2 3( ) , (( ) )
3 3 3 3

b b b b
x x x f x x x

a a a a
        ) 

=( 1 2 3 1 2 3
2 2

, ( )
3 3

b b
x x x f x x x

a a
      )，  

P(QR)=P( 2 3 2 3, ( )
3 3

b b
x x f x x

a a
    ) 

=( 1 2 3 1 2 3( ) , ( ( ) )
3 3 3 3

b b b b
x x x f x x x

a a a a
        ) 

=( 1 2 3 1 2 3
2 2

, ( )
3 3

b b
x x x f x x x

a a
      )，  

也很容易得證。所以， (,)是一個加法群。  

 

肆、結語  

區域 R 與 S 面積比為 16 這件事，原來可以利用三次函數上的變換 T4 來解釋。這個變

換是否還有其他有意思的應用？可能值得再進一步研究。  

高中學生學習微積分，三次函數佔有主要地位。除了學會三次函數圖形作圖，三次函

數圖形還有哪些性質？朱亮儒、洪有情、陳昭地三位教授費心的尋找這些有意思的「超額

特徵」，使得高中微積分的內容更加豐富了，我想這也是三位教授的初衷。 
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