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尋找失落的 n邊形 

楊惠后  
臺中市私立曉明女子高級中學  

壹、一個數學遊戲  

Shel Silverstein 在 1981 年出版了一本

膾炙人口的心理叢書「The Missing Piece 

Meets the Big O」，中文譯本是「失落的一

角」（譯者林良）；內容描述缺了一角的圓

並不快樂，為此它緩緩地踏上旅程去尋找

它失落的一角，途中它上山下海，經歷人

生百態，等到它找到之後…。  

幾年前在因緣際會下，我從一本舊書

(書 名 已 不 可 考 )中 看 過 一 個 數 學遊 戲 ， 遊

戲內容大概是：有一名老師先帶五名學生

A、B、C、D、E(手拿著繩子 )到操場上圍

成一個任意五邊形，然後他在地上做記號

定出各邊的中點 M1、M2、M3、M4、M5 的

位置，再清空場地；最後他帶領全班到現

場，要求同 學能否根據 地上 的 M1、M2、

M3、M4、M5 五點，找出 A、B、C、D、E

五人原來的位置。  

這 是 一 個 從 五 邊 形 各 邊 的 中 點 反 求

各 邊 頂 點 位 置 的 問 題，作 者 直 接 利 用 中 心

對 稱 的 幾 何 變 換 方 法 來 解 決 這 個 問 題；文

末 也 拋 出 一 個 疑 問 「 適 用 於 任 意 n 邊 形

嗎 ？ 」。 針 對 這 些 問 題 ， 我 從 三 角 形 出 發

開 始 研 究 ， 也 使 用 GSP 做 實 驗 數 學 ， 最

後 利 用 解 析 幾 何 的 方 法 來 驗 證，並 作 出 結

論 。  

 
 

貳、研究過程 

一、三角形 

在國中的幾何課程中，已知 M1、M2、

M3 為 某 三 角 形 三 邊 的 中 點 ， 我 們 只 要 過

M1 作 32MM 的平行線、過 M2 作 31MM 的平

行線且過 M3 作 21MM 的平行線，設三條平

行線的交點為 A、B、C，則 ABC 即為所

求。 (見圖一 )  
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二、四邊形  

在國中的幾何課程中，也學過「連接

任 意 四 邊 形 各 邊 的 中 點 會 形 成 平 行 四 邊

形，且其周長為原四邊形的兩對角線長之

和」的性質；所以若 M1、M2、M3、M4 為

某 四 邊 形 各 邊 的 中 點 ， 則 四 邊 形

M1M2M3M4 必為平行四邊形，而且以 M1、

M2、 M3、M4 為各 邊中 點的四 邊形 應該 有

無 限 多 個 ！ 今 取 21// MMAC 且

212 MMAC  ，在 1AM 上取 11 BMAM  ，在

4AM 上取 44 DMAM  ，依序連接起來即得

四邊形 ABCD。(見圖二) 

 

三、五邊形 

已知 M1、M2、M3、M4、M5  為某五邊

形各邊的中點，令 P 為異於 M1、M2、M3、

M4、M5 五點的任意點，以 M1 為對稱中心，

求得對稱點為 P1；再以 M2 為對稱中心，

求得對稱點為 P2；…以此類推，最後求得

P5；連接 5PP ，則 5PP 的中點便為五邊形的

一個頂點，令其為頂點 A，然後以 M1 為

對稱中心求出第二個頂點 B，如法炮製，

就不難把五個頂點 A、B、C、D、E 全部

都求出來了。 (見圖三 ) 

四、六邊形  

根據四邊形不是惟一的經驗，我們是

否可以把上述適用於五邊形的中心對稱的

幾 何 變 換 方 法 加 以 推 廣 呢 ？ 我 使 用 GSP

做 實 驗 數 學 ( 見 圖 四 ) ， 發 現 結 果 是 失 敗

的！由圖中可以發現到 P5 以 M6 為對稱中

心所求出來的對稱點 P6 恰為點 P。所以無

法利用中心對稱的幾何變換方法來求出原

六邊形 (虛線處 )。  
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參、解析幾何的方法 

經 由 上 述 三 ~六 邊 形 的 四 個 結 果 ， 我

們不難推測：可利用中心對稱的幾何變換

方法求出來的 n 邊形， n 必為奇數( 3n )。

我 試 著 用 解 析 幾 何 的 方 法 來 驗 證 這 個 猜

測。首先，我還是以五邊形及六邊形為例

作說明。 

 

一、五邊形  

令五邊形 (見圖五 )的五個頂點坐標

),( iii yxA ， 5~1i ；點 P 的 坐 標 為 ),(  ，

利用 1M 同時為 21 AA 與 1PP 的中點，  

所以 ),( 12121   yyxxP ；  

同樣的 2M 也是 32 AA 與 21PP 的中點，  

所以 ),( 13132   yyxxP ；  

依序作下去，可得 ),( 14143   yyxxP 、 

),( 15154   yyxxP ， 最 後 得 到

)2,2( 115   yxP ，因為 )(
2 1,1

5 yx
PP




，所

以 1A 恰為 5PP 的中點。  

 

二、六邊形  

令六邊形 (見圖六 )的六個頂點坐標

),( iii yxA ， 6~1i ；點 P 的坐標為 ),(   

利用中點坐標公式可得  

),( 12121   yyxxP 、

),( 13132   yyxxP 、

),( 14143   yyxxP 、

),( 15154   yyxxP 、

),( 16165   yyxxP ，  

最後得到 ),(6 P ，恰為起始點 P 的坐標。

所以，無法利用中心對稱的幾何變換方法

來求出原六邊形。  

總 之 ， 對 於 任 意 的 n 邊 形 nAAA ...21 ，

( 3n ) ， 令 各 頂 點 坐 標 為 ),( iii yxA ，

ni ~1 ，設 P 為異於各邊中點 1M 、 2M …

nM 的任意點，那麼以 )1~1(  niM i 為對稱

中心所求得的對稱點為  

))1()1(1,)1()1(1( 11  i
y

i
iy

i
x

i
ixiP  ，  

最 後 1nP 以 nM 為 對 稱 中 心 所 求 得 的 對 稱

點 為 ： (1) 當 n 為 奇 數 時 ， nP 的 坐 標 為

)2,2( 11   yx ，所以 1A 必為 nPP 的中點。
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(2)當 n 為 偶 數 時 ， nP 的 坐 標 為 ),(  ， 恰

為起始點 P 的坐標。因此，能利用中心對

稱的幾何變換方法來「尋找失落的 n 邊形」

的邊數一定是奇數邊，而且不管是凸 n 邊

形或是凹 n 邊形都試用喔！  

 

 
其次，在國中課程中已學過的相關內

容有「連接任意三角形各邊中點所形成的

三 角 形 的 周 長 為 原 三 角 形 周 長 的 一 半 」、

「連接任意四邊形各邊的中點所形成的四

邊 形 的 周 長 為 原 四 邊 形 的 兩 對 角 線 長 之

和」；還有從前面的討論過程中，我們也可

以發現「連接任意五邊形各邊的中點所形

成的五邊形的周長為原五邊形的所有對角

線長總和的一半」的性質。  

 

肆、改變各邊的分點比例「還原」

出原 n 邊形  

在(圖五)中，我取 iM 為各邊的中點，也

就是 1:1: 1  iiii MAMA ( ni ~1 ，n 為奇數；

其中 11 AAn  )；其實，我們也可以改變它們

的 比 例 為 rMAMA iiii :1: 1  ， 這 時 也 要 取

rMPMP iiii :1:1   (設起始點 0PP  )，那麼

n 邊 形 的 頂 點 1A 會 落 在 nPP0 上 ， 且 滿 足

1:: 101

n

n rAPAP  。現在我取 5n ， 2r 為

例作圖說明(見圖七)如下，從圖中數據資料

可知 1:32: 1015 APAP ，我想這樣大家應該會

更清楚這個結果吧！ 

 

事實上，我們是可以改變各邊的分點

比例為任意比例的，當然也要稍微調整一

下作法，就可「還原」出原 n 邊形，我以

三 角 形 (見 圖 八 )為 例 作 圖 說 明 如下 ： 今 設

定 2:1: 1211 MAMA 、 3:2: 2322 MAMA 、

4:3: 3133 MAMA ，取 0P 為異於 1M 、 2M 、

3M 的 任 意 點 ， 且 滿 足 2:1: 1110 MPMP 、

3:2: 2221 MPMP 、 4:3: 3332 MPMP ， 那

麼 頂 點 1A 會 落 在 30PP 上 ， 且 滿 足

1:4: 1013 APAP 。 理 由 是 因 為

112101 ~ MPAMPA  、 223212 ~ MPAMPA  、

331323 ~ MPAMPA  ， 利 用 對 應 邊 成 比 例 的

性質，因此 4:3:2:1::: 13322110 APAPAPAP 。 
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P0A1＝ 0.32cm 
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我 們 來 回 顧 一 下 (圖 五 )的 情 形 ， 頂 點

1A 以 1M 作 中 心 對 稱 變 換 落 到 頂 點 2A 的 位

置 ， 頂 點 2A 再 以 2M 作 中 心 對 稱 變 換 落 到

頂點 3A 的位置…，同樣地，我們所取的任

意 點 P 以 1M 作 中 心 對 稱 變 換 落 到 1P 的 位

置…；在這個過程中，由於在中心對稱下，

一 雙 對 應 向 量 是 線 段 大 小 相 同 且 方 向 相

反 ， 所 以 PA1 與 21 AP 是 大 小 相 同 且 反

向… ， 最後 同理 可 得 PA1 與 15 AP 也是 大 小

相 同 且 反 向 ， 因 此 頂 點 1A 恰 為 5PP 的 中

點 。 我 們 另 從 全 等 的 角 度 來 看 ， 因 為

11211 MPAPMA  、 223212 MPAMPA  … 、

551545 MPAMPA  ， 所 以 511 PAPA  。 

同 樣 地 ， 我 們 再 回 頭 看 看 (圖 七 )的 情

形，也不難發現原來 112101 ~ MPAMPA  、

223212 ~ MPAMPA  ...、 551545 ~ MPAMPA  ，

因 為 邊 長 比 例 為 r:1 ， 所 以 最 後 可 推 得

1:: 5
1015 rAPAP  。推廣這個想法在 n 邊形

上 ( n 為 奇 數 )， 我 們 當 然 可 以 隨 心 所 欲 地

改 變 各 個 邊 長 的 分 點 比 例 r:1 ， 只 要 掌 握

作 圖 的 關 鍵 是 使 得 112101 ~ MPAMPA  、

223212 ~ MPAMPA  ..、 nnnnn MPAMPA 11 ~  

即可，至於 101
: APAPn 的比例也只要稍加計

算一下便可輕易地知道了！  
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