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怎麼做怎麼對 
--99數學學測一題多解之實例 

陳昭地  
國立臺灣師範大學  數學系  

壹、前言  

99 大考數學學測前二天，我接到大考

中心邀請參與數學學測試題解答討論會，

一月二十九日數學學測之後就接到大考中

心電子傳真 20 道考題，當晚就花了一些時

間瀏覽思考這份試卷，隔天一早到大考中

心參加為時超過 3 小時的討論會。很巧地

發現其中一道選填題（G 題）屬於超多樣

解答方式可得到的邊長關係式，且此關係

式恰好落在筆者近年來經常應用來數學教

師研習會的講義或專著內（[1]、[2]、[3]、

[4]）。 本 文 旨 在 提 出 九 解 法 ， 其 中 前 五 種

是綜合幾何解法，國中生學過三年幾何就

能做得出來；另外最後五種三角法，計算

量較大，學過高中三角之後，就應能解出

來，顯然是 99 學測數學命題小組（含顧

問、試考生）配合 95 課綱三角函數內容認

為合適試題的主要原由！ 

 

貳、99 數學學測選填題 G 之內容與

解法舉例  

今年數學學測選填題 G 之內容如下： 

已知 ABC 中， 2AB ， 3BC 且 

CA  2 ，則 AC      （化為最簡分

數）  

由於我知道這樣的三角形，其邊長關

係必符合 )(2 cbca  ，以  2c ， 3a

直 接 代 入 可 得
2

5
b 即

2

5
AC 完 全 正 確

的答案！以 5 秒鐘內就能完全正確解出原

本設計成中偏難的題目。當然前提仍在於

善用有 2 倍角關係的三角形，其邊長關係

公式應該是存在的！不僅如此其關係式竟

然如此簡潔易記呢！底下用十種方法來解

說這個關係公式，提供數學教學的參考。  

 

解法（一）：如圖（i）  

 

作 A 的平分線 AD ，則

CABAD 
2

1

CBA~ABD  （AA 相似）  

BABDCBAB ::   

c

BD

a

c
  

B 

D 

C A 

c 

b 

a 

。
。 。 

圖（ i） 

○28  

○29  
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)(2 BDac   

但 bcDCBD ::  （角平分線性質）  

cb

ca
BD


  

cb

ac
ac


 2  

)(2 cbca   

 

解法（二）：如圖（ i）  

CBA~ABD   

CABCADAB ::   

CABCCDAB ::   

b

a

CD

c
  

cb

ab

b

a
CD

b

a
c


  

)(2 cbca   

 

解法（三）：如圖（ ii）  

 

延長 BA 到 D 使 bACAD   

連接 CD ，則 CA 
2

1
21  

CBD~ABC  （AA 相似）  

BCBDABBC :: 

)(2 cbcBDca   

 

解法（四） : 如圖（ iii）  

 

延長 CA 到 D 使 cABAD   

則 CAABDD 
2

1
 

aBCBD   

  BCDABD  （AA 相似）  

CDBCBDAB ::   

  即  cbca
cb

a

a

c



 2  

 

解法（五）：如圖（ iii）  

CBD 中， CABD   

故 BD 為 ABC 外接圓過 D 的切線  

DCDADB 
2

（圓冪定理）  

 cbca  2

B 

C A 

c 

b 

a 

圖（ ii）
D 

2 

1 

B 

C A c b 

a 

圖（ iii） 

a 

D 



科學教育月刊 第 327 期 中華民國九十九年四月 

- 40 - 

解法（六）：參考圖（ i）  

設 C ，則 2A  

由正弦定律知
 sin2sin

ABBC
  

即 



cos2
sin

2sin
cca  …….(*) 

再由餘弦定律

ab

cba

2
cos

222 
 …………....(**) 

(**)代入 (*)得     

ab

cba
ca

2
2

222 
  

即     

)()( 2223222 cbccbaccbcaba   

當 cb  時，得  cbca 2  

而在 cb  時，則可知

 451804 CC  

 90A ，  45B ，  

此時 ABC 為等腰直角三角形，  

)(2 22 cbcba   

註：  

由 (*)得知
4

3
cos  ，再由投影定律  

 2coscos cab 

5
3cos 2cos 2

2
     

 

解法（七）：參考圖 ( i ) 

設 C ，則 2A ，  

 3B ，利用正弦定律：  

R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
 （外接圓直

徑） .......◎  

得  2sin2Ra   

     3sin2)3sin(2 RRb   

    c 2R sinθ  

2sin4 222 Ra  ....................(*) 

)3sin(sinsin4)( 2   Rcbc  

)cos2sin2(sin4 2 R (和角公式 ) 

 cossin2)2(sin4 2R  

2sin4 22R ................(**) 

)(2 cbca   

註：由◎知
4

3
cos  且

 



 sin

sin4sin32
sin

sin

2 3
 Bb  

 2sin432   

2

5
  

 

解法（八）：由解法（七） (*)：  

 22 2

2 2 2

4 2sin cos

16 sin cos

a R

R

 

 

 


 

而     3sinsinsin4 2  Rcbc  

  32 sin4sin3sinsin4  R   

（三倍角公式）  

  32 sinsinsin16  R  

  222 sin1sin16  R  

 222 cossin16R  

故得   cbca 2  
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解法（九）：如圖 ( i )：令 C ，則  

2A  

2 2 2

2 2

2 cos

2 cos 2

a b c bc A

b c bc 

  

  

)2cos2(2 cbbc   

)2cos22coscos(2  ccabc 
（投影定律）  

)2coscos(2  cabc 

)2cossin2cos2sin2(2  RRbc 
（定弦定律）  

 )sin2coscos2(sin22   Rbc

)2sin(22   Rbc  

sin22 Rbc   

cbc  2  

)( cbc   

 

討論（解法十）：  

在後四個解法中，若以 2c ， 3a 的

實例代入來解 b，計算量仍然不算少；

若以利用圖 ( i )中 bAC  ， 3 aBC
兩邊上的投影性質可列出  

















3cos2cos

)3cos(2cos3
cos32cos2

b

b
b

     

(其中 C ) 

消去 b，可得

03cos4cos3cos4 23    

即得  0)1)(cos3cos4( 2    

故知
4

3
cos  )1(cos   

因此
2

5
cos32cos2  b  

如此的計算量就大了些。  

反之，想想幾個特例：  

(1)  30C ，  60A 則 ABC 為

直角三角形，其邊長比易知

1:2:3:: cba .........()。  

(2) 想  45C ，  90A ，則 ABC
為等腰直角三角形，其邊長比

1:1:2:: cba ..........() 

由 ()及 ()顯見 a, b, c 符合

)(2 cbca  ；事實上學過國中幾何的

經驗，經由實際作圖，大概也可以窺出

這樣的三角形之三邊長隱含著這個密切

的等式！  

 

參、結論  

一題多解的問題配合，特別是多於 3

個解法時，常會被引用數學解題一題多解

的 實 例 。（ [1]、 [2]、 [3]）， 很 有 可 能 會 出

現在不同的場合，尤其結論又是一個很簡

易的公式！這樣的問題出現在數學學測中

的選填題，配合課綱會誤導考生用計算量

大的方式解答而易生錯誤的答案，顯然心

中存有 )(2 cbca  的考 生而言 具有 絕對

的優勢，而無法真正測出考生的能力，這

樣的考法，顯然有失公允，非常不適當；

即便改為證明題，這麼多的解法，顯然無

法 達 到 考 題 的 測 驗 目 標 （ [4]）。 頂 多 用 它

來作訓練一題多解的好例題而已！最後特

別提醒讀者 a、b、c 既然為三角形的三邊

長，它們之間必然有任二邊長之和大於第

三邊，甚至本題中的 a, c 必符合 cac 2
（ 見 解 答 （ 六 ） * 式 ）， 因 此 若 改 命 成
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2AB ， 4BC ，這樣的三角形是不存

在；教師在引用這題設計成新考題時務必

特別小心呢！假設考卷上正、餘弦定律的

公 式 不 給 出 來 的 話 ， 從 以 上 的 討 論 及 解

法，若將本選填題 G 中「求 AC 」長，改

成為「求 Ccos 」或「求 Acos 」或「求 Bcos 」

都可改進原先命題的缺失進而可達測驗目

標呢！  
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