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數學解題的巧妙結合 

 梁勇能  
國立臺中第一高級中學  

壹、前言  

在數學學習中，怎樣解題是一個重要

課題。各時代的數學家或者數學愛好者，

無不因數學而廢寢忘食。如同數學家克 萊

恩 所 言 : 『 對 數 學 問 題 無 法 抵 擋 的 誘 惑

與 追 求，能 讓 人 全 神 貫 注，在 無 止 盡 的

挑 戰 中 得 到 心 靈 寧 靜，這 是 沒 有 衝 突 的

戰 鬥，是 擺 脫 纏 身 雜 物 的 避 難 所，在 今

日 令 人 應 接 不 暇 的 花 花 世 界，這 就 像 不

變 的 高 山 美 景 可 供 欣 賞 。 』  

   但 是 對 於一 般 的學 生而 言 ，數 學卻 往

往是夢魘一場。這當中的因素很多，但是

能夠先去欣賞數學解題的美，無疑是入門

的第一步。 

 

貳、巧妙結合的例子  
學習者先通過聽課、閱讀等過程獲得

一定 知識 , 而後 通過 問 題解 決促 進 知識 的

鞏 固 , 加 深 對 知 識 的 理 解 , 使 之 能 夠 靈 活

應用知識,這是學習的過程。因此在學習的

初期，如何使學習者能夠達到「理解」的

目的。可說是重要的一步，正所謂「好的

開始是成功的一半」。 

學 者 認 為 數 學 學 習 者 可 分 為 兩 種 型

態，一種是幾何學習型態，習慣用圖像方

式進行思考；另一種則為代數學習型態，

習慣以代數的方式進行運算。波士頓學院

的 心 理 學 家 凱 西 (Beth Casey)和 同 事 們 設

計了一種簡單的測驗可以顯示每個人偏好

什麼方式來處理資訊。 

在第一頁顯示題目： 

 

在第二頁顯示圖形： 

 

 

 

 

 

處理方式： 

1. 你 是 否 先 把 句 子 一 個 字 一 個 字 背 起

來，然後翻到另一頁，再把剛剛背起來

的文字和圖像作比較？ 

2. 或者你在腦子中把句子轉換成圖像，然

後翻到另一頁，再比較腦子裡的圖像和

書上的圖像？ 

凱西稱採用第一組方法者為『文字思

考 者 』， 採 用 第 二 組 方 法 者 為 『 圖 像 思 考

者 』。 因 此 ， 若 可 以 在 教 學 中 提 供 多 重 表

徵，讓各種型態的學生都能夠以比較熟悉

的方式來理解內容，將有助於對於內容的

理解。底下將舉幾個實例說明： 

三角形在圓圈之上  
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 例子一  

在小學課堂上，小學生在學習分數
 1 

 4 

的 概 念 ， 我 們 經 常 採 用 圖 形 的 方 式 來 介

紹。由圖形中有色區塊所佔的比例來建立

 1 

 4 
的概念。 

 
以Bruner（1966）的理論來說， 正 是

藉著圖像表徵來幫助兒童的運思，使其在

腦中能依據實物的影像，自己製作心像來

進行理解。 

即使在中學階段，這種代數觀念用幾

何方式來表徵的例子，可說不勝枚舉。 

 

 例子二   
例 如 解 二 元 一 次 聯 立 方 程 組

2 3
3 4 10
x y
x y

− =⎧
⎨ + =⎩

， 可 將 2x–y=3 及 3x+4y=10

視為坐標平面上的兩條直線，其圖形的交

點就是方程組的解。因此，在討論方程式

解的狀況，變成討論兩直線的關係。 

這樣的概念在高中的圓錐曲線單元，

應 用 更 為 廣 泛 。 例 如 橢 圓 變 成 了 形 如

2 2

2 2 1x y
a b

+ = 的方程式。換言之，原本是幾

何 圖 形 的 內 容 ， 轉 換 成 代 數 方 程 式 的 探

討！無疑是替圓錐曲線開啟了另一扇窗！ 

 

 

這主要是歸功於笛卡兒的功勞。他引

進了坐標，讓希臘的幾何有了不同的面

貌，笛卡兒說：「希臘幾何太過抽象，他

只是用來訓練瞭解，使想像力大為疲勞的

工具罷了！而代數太過於遵守原則和公

式，計算過於繁雜，不是一門改良心智的

科學。」所以他把代數應用到幾何，為了

讓幾何問題有一定的思考發法，發明了坐

標幾何。利用坐標，幾何圖形可以被表示

為坐標之間的運算關係，幾何問題也就變

成解方程式的問題了。 

在代數式化為幾何圖形的作法，往往

可以讓題目變得簡單，但是卻充滿了技巧

性，這樣能力競賽中，也會經常出現，往

往使人讚嘆不已！ 

 

 例子三  

證明：sin21°+sin24°>
2

2
 

【參考解答】 在一個單位圓（半徑為 1）

中顯然△OAB＋△OBC>△OAC 
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 1 

 2 
×1×1×sin21°+

 1 

 2 
×1×1×sin21°>

 1 

 2 
×

1×1×sin45° 

sin21°+sin24°>
2

2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 例子四   

100 個 正 數 a1≥a2≥a3≥… ≥a100 且 滿 足

a1+a2+…+a100=300，a1
2+a2

2+…+a100
2=10000 

求證：a1+a2+a3>100 

【參考解答】：將 ai
2 看成是邊長 ai 的

正方形面積(1≤i≤100) 將 這 100 個正方形

一個接一個排起來，總長度為 300，這些

正方形恰好可以排在一個長 300，寬 100

的長方形中。這個長方形可以分成三個邊

長 100 的正方形。 

如果 a1+a2+a3≤100，則在第一個正方形

中含有三個寬度為 a1、a2、a3 的長條形，互

不重疊。 

因為 ai 遞減，所以在第二個正方形中

所含的小正方形（包含不完整的陰影部分）

的邊長都是小於或等於 a2，則這些小正方

形（包含不完整的部分）都可以移到寬度

為 a2 的長條中，而第三個正方形中的所有

小正方形亦可移到寬度為 a3 的長條中，這

表示 a1
2+a2

2+…+a100
2＜ 10000， 和已 知 條件

矛盾了！ 

a1

a2

a3

a3

a2a1
 

 

 例子五   

已 知

2 2

2 2

2 2

1 1
16 16
1 1
25 25
1 1
36 36

x y z

y z x

x x y

⎧
= − + −⎪

⎪
⎪⎪ = − + −⎨
⎪
⎪

= − + −⎪
⎪⎩

， 求

x+y+z=？ 

【參考解答】 

此題若純粹從代數下手，看似極為複

雜！若能夠從圖形的角度來聯想，每個式

子都可以用圖形表示， 

x

z
y

F

E

D
B C

A

 

由圖可知
 1 

 4 
，

 1 

 5 
，

 1 

 6 
恰好是三邊上的

高，利用面積的分割

24°
21°

C

B

O A
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1 1 1 1 1 1
2 4 2 5 2 6

8 , 10 , 12

x y z

x y z

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = Δ

⇒ = Δ = Δ = Δ
 

（Δ表示三角形的面積） 

又由海龍公式 

Δ= s(s–a)(s–b)(s–c)    

s=
 1 

 2 
(8Δ+10Δ+12Δ)=15Δ 

Δ=
215 (7 )(5 )(3 ) 15 7Δ Δ Δ Δ = Δ  

⇒
1

15 7
Δ =  

∴x+y+z=30Δ=
2
7

 

除了在代數與幾何之間的轉換外，在

組合學上，組合意義也是一種有別於傳統

證明的方法。 

 

 例子六  

求證：
1
1 1( 1)n n n

k k kkC nC n k C−
− −= = − +  

【組合意義】情境：假設要為從n個人中選

出k個人當委員，並且從中選出一人作為主

任委員。 

方法一：表示先從n個人中選出k個人當委

員
n
kC ，接著再從中選出一人作為主任委員

1
kC k= ，故所有的方法數有

n
kkC 。 

方法二：也可以表示先從n個人中選出1個

人當主任委員 1
nC n= ，接著再從剩下的n-1

人中選出k-1人作為委員
1
1

n
kC
−
− ，故所有的方

法數有
1
1

n
knC −
− 。 

方法三：先從n個人中選出k-1個人當委員

1
n
kC − ， 接 著 再 從 剩 下 的 n-k+1人 中 選 出 1人

作為主任委員
1

1 1n kC n k− + = − + ，故所有的

方法數有 1( 1) n
kn k C −− + 。 

以 上 的 方 法 數 都 可 以 達 成 相 同 的 目

的，故三種方法數都是相等的，因而得證

此題！ 

 

 例子七  

若 p ， q 是 互 質 的 正 整 數 ， 則

2 3 ( 1)

( 1)( 1)
2

p p p q p
q q q q
p q

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
+ + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− −

=

 

[x]表示小於等於 x 的最大整數。  

【參考解答】 

考慮坐標平面上的矩形 OABC，其中

A、B、C 的坐標分別是(p，0)，(p，q)，(0，

q)，O 為坐標原點。則在該矩形的內部的

整數點共有(p-1)(q-1)個點。 

考 慮 在 對 角 線 OB上 所 有 的 點 的 坐 標

(x，y)，都滿足
x q
y p
= ，0<x<q，0<y<p。 
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當y是整數時，由於 |p    ,   |q p  y 因此， |p qy ，即x不是整數，故對角線OB上沒有整

數點。所以在△OAB內部共有整數點
( 1)( 1)

2
p q− −

個。 

另一方面，在△OAB 內部，橫坐標為 k 的整數點個數為 ( 1,2, 1)kp k q
q

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
， 

故可以得到
2 3 ( 1) ( 1)( 1)

2
p p p q p p q
q q q q

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −
+ + + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

【另證】純粹從高斯函數的性質下手， 

( 1) ( 2) ( 3)= q q q q q q pp p p p
q q q q

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − − −
+ + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
左式  

( 1) ( 2)q q pp p p p p
q q q

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
= + − + + − + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

( 1) ( 2)( 1) ( 1) ( 1) ( 1)q q pq p p p
q q q

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
= − − + − + + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

2 ( 1)( 1) ( 1) ( p p q pq p q
q q q

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
= − − − − + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

2 ( 1)( 1)( 1) ( p p q pp q
q q q

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
= − − − + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

⇒
2 3 ( 1) ( 1)( 1)

2
p p p q p p q
q q q q

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −
+ + + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

比較之下，可以顯見證法一的美妙之處。  

x 

y

A(q,0) 

B(p,q) C(0,p) 

(k,
 kp 
 q ) 
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參、結語 

以上介紹的例子，未必是輕易可以想

出的，但是就是欣賞音樂一樣，跟著音樂

的律動和旋律，同樣可以體會音樂之美。

數學解題的巧妙結合，也可以使人發出讚

嘆之聲，也能夠讓學生有更寬廣的思路，

體驗所謂「條條大路通羅馬」的真諦，實

非虛假！ 
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