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碗的擺盪週期 
賴奕帆  

臺北市私立薇閣高級中學  

日 常 生 活 中 常 見 倒 反 放 置 的 安 全

帽，若要計算出其放置時的那微小幅度的

擺 盪 週 期 ， 將 用 到 多 層 面 高 中 物 理 的 內

容，包含質心、重心、轉動慣量、力矩與

簡協運動等，仔細思考，可發覺這些基礎

概 念 都 是 高 二 物 理 上 學 期 （ 物 理 (上 ) 第

二、四、五章）的教學內容，目前坊間參

考書籍的題型大至固定，學生們面對物理

問題大多只能單方面的理解，而未能融會

貫通，希望能由類似的題型來提升自己與

同學們的物理視野。  

此文章主要目的是要計算出有厚度半

球形碗體在光滑平面下的擺盪週期，如圖一

所示，以下分為三個步驟的依次計算之。 

壹、碗的重心  

首先計算碗體的重心，重心符合兩個

力學的要求（物理(上) 第二章）： 

(1) 重心所受重力=所有質點所受重力之

合力=物體的總重量 

(2) 重心所受的力矩=所有質點所產生的

力矩和(對任一轉軸而言) 

碗擺盪過程中，受到碗重力產生力矩

作用而擺動，因此在解析擺盪週期前，需

先計算出碗的重心。由基本公式知，半球

球面的面積為
22 Rπ ，半球體積為

3

3
2 Rπ 。 

 

 

圖一、碗的擺盪週期(由 1→8) 



碗的擺盪週期 
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一、半球體的重心  
碗 體 重 心 的 計 算 略 嫌 困 難 ， 因 此 先 由 較 簡 單 的 半 球 體 重 心 計 算 開 始 。 如 圖 二 (a)所

示，半徑 R、密度已知半球對稱，重心必在 z 軸上，若圖中之 O 點為 z 軸座標原點，則 
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二、無厚度薄碗的重心  
同理，薄碗的重心在 z 軸之中。如圖二(b)所示，但薄碗重心積分較為技巧，先思考

半碗面積
22 RA π= 之證明。 

表面積相當於弧長 ds乘 yπ2 (繞 z 軸旋轉) 
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可推知薄碗的重心為 
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三、碗的重心  

已知半球體重心為 R
8
3

，薄碗重心為 R
2
1

，若為有厚度碗，其重心應該在 R
8
3

與 R
2
1

之間。 

可利用高二上物理重心位移的公式（物理(上) 第二章）來解出重心位置。 

圖二(c)所示，碗身半徑為 2R ，由碗心挖掉半球體的厚度為 1R，碗厚度為 12 RRd −=  
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也可由數學積分方法得到相同的答案 
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 利用數學軟體繪出圖三驗證 213
2

3
2

4
2

4
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)(
)(

8
3 RK

dRR
dRR

G ×=
−−
−−

×= ， 1K 定義為重心常 

數，圖三橫軸為碗的厚度，由 0(薄碗)至 1(半球體)，縱軸為碗重心位置。由圖可知碗的

重心常數 1K 介於 )(5.0 薄碗 與 )(375.0 半球體 之間，計算所得公式無誤。  

 

圖二、半球、薄碗、碗的示意圖
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圖三、碗的厚度與重心位置曲線圖 

(薄碗)                                (半球體) 
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貳、計算碗的轉動慣量  

一、球體的轉動慣量  
球體轉動慣量可由極座標積分求得，但極座標積分難度較高，在此不詳述其證明過

程。由普通物理書籍中可得以中心轉軸之轉動慣量（Halliday, 2005），見圖四。 

(a) 薄球殼轉動慣量＝  22
3
MR  

(b) 球體轉動慣量＝
22

5
MR  

(c) 內半徑 1R 、外半徑 2R 球體轉動慣量＝

5 5
2 1

3 3
2 1

R R2
5 R R
M −

−
 

 
圖四、球體的轉動慣量  

 

把球體切成一半成半球體，通過半球體上方圓面的轉動慣量減半，但由於質量也減半，

所以轉動慣量公式不變，可推知薄碗、半球與厚度 12 RRd −= 碗對通過質心之水平軸的

轉動慣量，但此時轉軸為通過原球心之半球面上方轉軸，見圖五。 

(a) 薄碗殼轉動慣量＝  22
3
MR  

(b) 半球體轉動慣量＝
22

5
MR  

(c) 內半徑 1R 、外半徑 2R 球體轉動慣量＝

5 5
2 1

3 3
2 1

R R2
5 R R
M −

−
 

 

 

 

 

 

圖五、半球體的轉動慣量 
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二、以底部為支點的轉動慣量  
球體。碗面擺動時並非以通過原球心處為轉軸，而以底部為支點。先由平行軸定理

2MrII com += （Halliday, 2005）可推算出通過質心之轉動慣量 comI ，見圖六(a)。 

22222

320
83)

8
3(

5
2)

8
3(

5
2 MRRMMRIRMIMRI comcom =−=⇒+== 再 以 平 行 軸 定 理

求出以底為支點轉動慣量 bI ，見圖六 (b)。 
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圖六 半球體以底部為支點的轉動慣量 

 

同理可以求得薄碗與厚碗以底為支點的轉動慣量 bI  

薄碗： 
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厚碗： 
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三、假設小角度 °≤ 5θ ，轉動慣量為定值  

半球擺盪，為非固定支點，所以轉動慣量並非定值，用數學軟體代入不同角度數值

討論。 

半球轉動慣量 ]cos
4
3

5
7[2 θ−= MRIb  

角度 θ  0 度  1 度  2 度  3 度  4 度  5 度  30 度  60 度  90 度 

θcos
4
3

5
7
−

 
0.650 0.650 0.650 0.651 0.652 0.653 0.750 1.025 1.400 

薄碗轉動慣量 ]cos
3
5[2 θ−= MRIb  

角度 θ  0 度  1 度  2 度  3 度  4 度  5 度  30 度  60 度  90 度  

θcos
3
5
−  0.667 0.667 0.667 0.668 0.669 0.670 0.801 1.167 1.667 

由上兩表格可知，當角度 °≤ 5θ 時，半球體轉動慣量
2

20
13 MRI ×≅ ，薄碗轉動慣量

2

3
2 MRI ×≅ ，而厚碗的轉動慣量介於此數值之間。  
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利用數學軟體繪出圖七驗證上式， 2K 定義為轉動慣量常數，發現厚碗在小角度擺盪

時，轉動慣量隨碗厚度比例改變，其 2K 值介於 0.638 至 0.667 之間。 
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圖七、碗的厚度與轉動慣量曲線圖 

 
參、計算小角度擺盪週期  

一、半球體的擺盪週期  
由於碗面擺盪，受到重力此外力作用，相對於底部支點產生一恢復力矩，而往復運

動。在小角度下，其物理狀態近似於高二上物理課本中『單擺的運動』（物理 (上 ) 第四

章），可視為以 0=θ 的平衡點作簡諧運動。先由簡易的半球體擺盪週期討論，見圖八。
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二、薄碗的擺盪週期  
 

同理可求得薄碗的擺盪週期  

 薄碗重心為 R
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三、碗的擺動週期  

已知半球體擺動週期為
g
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25
262π ，薄碗擺動週期為

g
R

3
42π ，若為有厚度碗，其週
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 以底為支點的轉動慣量  
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圖八、半球體因轉動力矩產生小角度擺盪 

 

利用數學軟體繪出圖九驗證上式。 
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， 3K 定義為週期常數，發現厚碗在小角度擺盪時，週期常數隨碗厚度比例改變，其值

介於 1.1547 至 1.0198 之間，與薄碗擺動週期為 1547.12
3
42 ×=

g
R

g
R ππ ，半球體擺動
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週期為 0198.12
25
262 ×=

g
R

g
R ππ 相符合，證明結束。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖九 碗的厚度與轉動週期曲線圖 

 
肆、結語  

真實的擺，通常稱作複擺，複擺週期公式為
mgH
IT π2= （Halliday, 2005），文章最

後也有證明求得。複雜的計算過程，結果與簡易單擺震盪週期公式
g
LT π2= 相去不遠，

這是物理學迷人之處。  

倒反放置的半罩式安全帽隨處可見，生活中小小的例子可以激發人們的思考，以此文

期望自己與所教過的學生們，都能有更寬廣的物理思維。  
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