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圖在幾何解題中所扮演的角色 
翁立衛 

國立臺灣師範大學 科學教育研究所

壹、前言  

圖是數學解題過程中重要的輔助工

具，許多解題文獻指出解題者透過畫圖以

瞭解題意或觸發相關知識 (Polya, 1957；

Schoenfeld, 1979, 1980；Mason, Burton & 

Stacey, 1982)，更有所謂的圖解法，即強

調畫圖本身就是一種解題的方法 (龐之

垣， 1999)。幾何學是一門探討空間關係

與邏輯推理的數學，幾何問題多以文字敘

述題意，畫圖的目的在於表徵題目所呈現

的空間關係並轉換成比較容易處理的表徵

(Carney & Levin, 2002)。本文針對幾何圖

形的特質、解題者如何從圖中獲取資訊的

過程及圖對於解題的助益與阻礙等議題進

行探討，希望能對於幾何解題與教學有所

貢獻。  

幾何解題中的圖包含了題目本身的附

圖 和 解 題 者 在 解 題 過 程 中 所 畫 的 草 圖

(drawing)。圖是一種經過高度選擇的表

徵形式，這種表徵能夠幫助解題者獲取資

訊 以 及 便 於 理 解 與 記 憶 資 訊 (Lowe, 

1994)。圖能輔助學習與解題；ㄧ個好的

圖勝過千言萬語，透過簡單的線條與空間

關係，傳遞特定的數學意義，其中可能包

括 代 數 、 函 數 、 幾 何 與 統 計 等 關 係

(Larkin & Simon, 1987；Arcavi, 2003；

Roth & Bowen, 2003)。圖同時具有圖像的

(figural)特質與概念的 (conceptual)特質，

圖像的特質是指大小、形狀、顏色等感官

特性，而概念特質係指與圖形所涉及與概

念有關的抽象特質；前者有助於心象的形

成 ， 後 者 則 和 計 算 與 邏 輯 推 理 有 關  

(Fischbein, 1993; Presmeg, 1986)。雖然幾

何學中的圖形可由實體的觸發而辨識，但

圖形和真實世界之間並不存在對應實體，

它是由定義所控制、受制於概念的影像

(Fischbein, 1993, p.141)。  

從圖中獲取並解譯訊息的過程稱為讀

圖  (Friel, Curcio & Bright, 2001；Shah & 

Hoeffner, 2002；Roth & Bowen, 2003)，

Roth & Bowen (2003)指出每一個圖形都有

一 組 可 供 理 解 與 解 譯 的 四 元 參 數 關 係

(four-parameter relation)，分別是內容、

符號、情境脈絡與規則。當讀圖者缺乏對

特定表徵、規約與情境脈絡的理解以及解

譯的彈性時，讀圖活動將宣告失敗。  

讀圖活動中有兩個重要的成分：結構

化與解譯 (Roth & Bowen, 2003, p. 239；

Bishop, 1989)。結構化動作先於解譯的動

作，結構化的目的在於找尋一組適合解譯

的四元參數組，在找尋合適的四元參數組

失敗或是先前所顯露的符號、內容與推論

和個人現存的認知相衝突時，讀圖者會反

覆重複結構化的動作，回頭找尋具有意義
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的新元素；解譯圖形的過程不僅是一個推

論的過程，更是一個反複辯証的動作，隨

情境 (參考物 )與圖形 (符號 )相互調整而逐

漸穩固，符號及其組成要素並不是立即可

見的，而是隨著結構化的過程中，越來越

多的細節被顯露而發現的 (Roth & Bowen, 

2003)。Friel 等人 (2001)建議先從整體視

覺結構上解譯圖形，並辨認出某些規則，

再從圖形結構性質上判斷這些規則是否具

有量或質的意義，最後將這些圖形特質轉

換成概念關係，解釋該圖形各部分間符號

與圖形關係是否相符，並建議透過 (自我 )

提問方式確認讀圖者所需要的知識與圖中

所提取的訊息之間是否有差距與衝突。  

圖的表徵與解釋的威力在於它的簡約

性 (Lowe, 1994)，讀圖者在找尋合適的四

元參數組之敗之後，舊的資訊陳列在圖形

上，如果不除去這些舊資訊或重新建構，

讀圖者可能無法迅速從這個受到干擾 (污

染 )的圖中找到新的元素，亦可能因此連

結錯誤訊息以致產生錯誤推論 (Presmeg, 

1986)，影響讀圖的結果，建議適時重新

畫 圖 以 解 決 此 類 的 問 題 (Polya, 1957 ；

Lawson & Chinnappan,1994)。讀圖過程中

需 要 保 持 解 譯 彈 性 (Roth & Bowen, 

2003)，必要時可考慮重組視界與增加輔

助線 (Yerushalmy & Chazan, 1990)。  

 

一個讀圖的例子  
接下來，擬藉由實例說明幾何解題中

圖所扮演的角色，並彙整前述論述，介紹

幾何解題中的圖與讀圖過程。  

圖一是三中線 AF 、 BE 與 CD 交於

一點 G 的情況，在固定 CD的情況下，略

將交點 G 沿 CD往 D 方向移動，移動過程

中仍保持 'AF 、 'BE 與 CD 三線共點，

如圖二所示。試問：圖二中△AG’E’的面

積會等於△BG’F’嗎？  

 

 

 

 

 

 

圖一  

 

 

 

 

 

 

圖二  

 

從視覺整體上看，這兩個圖均是由六

條線段 (符號 )構成，其中三條線段構成三

角形的外框，另外三條線段交於內部一

點，顯示這兩個圖的內容和三角形與三條

截線段共點有關，雖然視覺符號與內容接

近，但涉及的 (概念 )脈絡卻有差異：圖一

的 G 點是重心，具有等積關係 (△ADG 面

積= △BDG 面積=△BFG 面積=△CFG 面

積=△CEG 面積=△EAG 面積 )，但圖二的

G’不是重心，不能將所有的等積關係直

接 ” 轉 譯 ” 至 圖 二  ( 如 ： △ADG’ 面 積 = 
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△BDG’面積，但△G’F’B 的面積不一定

等於△BDG’面積 )，須謹慎尋找解譯圖形

的四元參數組。  

兩圖中三線共點的事實和許多幾何知

識或問題有關，這些知識將構成圖的情境

脈絡，從圖一來看，至少有三個不同的情

境脈絡，一是從中線的概念出發，中線是

一條劃分”等積”關係的截線，可透過共邊

關係及等量公理，可推得等積關係；二是

從中點的概念出發，D,E,F 是各邊中點，

在同底等高的情況下，能保證兩兩面積相

等 (如△ADG 與△BDG)，利用兩邊中點連

線平行第三邊與平行線間距離相等的性質

推得△ABF 與△ABE 為等積關係，再利

用等量公理，推得△AGE 與△BGF 等積

關係，同理可得六個三角形的等積關係；

三 是 從 三 線 共 點 的 特 殊 性 出 發 ， 孟 氏

(Menelaus)定理與西瓦 (Ceva)定理則是描

繪三線共點的重要工具，可透過定理與計

算得到等積關係，在引用西瓦定理時，已

經將面積觀點轉換至線段觀點來解譯問

題。  

在題目條件改變 (圖形性質改變 )之

後，三條中線只剩下一條，情境脈絡也隨

之改變，但『三線共點的特殊性』這個規

則並沒有變 (這是個有用的訊息 )，顯示西

瓦 (Ceva)定理可繼續使用，列式並推得：  

⇒
' ' 1

' '
AD BF CE
DB F C E A

× × =   

⇒
' ' 1

' '
BF CE
F C E A

× =  ⇒
' '

' '
BF E A
F C CE

=   

⇒ ' 'E F 平行 AB  

這個結果”無意間”連結至上述第二條

脈絡，在平行線間距離相等與同底等高的

情 況 下 ， 得 到 △ABF’ 與 △ABE’ 面 積 相

等，利用等量公理，可推得△BF’G’與

△AE’G’的等積關係。  

從以上說明可知： (圖二 )△BF’G’與

△AE’G’的等積關係卻是建立在 ' 'E F 與

AB 平行關 係 上。要 " 讀 ” 出 ' 'E F 平行

AB 的關係，雖然能從視覺直觀上引發，

但不容易從現有的知識脈絡解釋，要解譯

出這層關係，必須重組四元參數組，重新

組合上述三條脈絡，這意味著重組視界的

重要。這個例子說明看似微小的視覺 (圖

象 )改變，卻能引起概念 (脈絡 )的巨變。  

在解題過程中，解題者必須以現有的

知識技能理解問題情境，直到能解決已知

條 件 與 目 標 之 間 的 張 力 與 模 糊 為 止

(Nunokawa, 1994, 1997, 2004)，在幾何解

題過程中，為了找出合適的脈絡框架以理

解問題情境，提取有用的資訊運用於解

題，解題者可視實際需要改變圖形或重新

畫圖，直到解題者可以利用現有的知識與

技能並透過圖來理解問題，直到解決為止

(Polya, 1957；Nunokawa, 1994, 1997, 2004)。 

幾何問題本身可能主導該用何種 ”框

架 ”來解譯題目所呈現的圖，以本題為

例，本題和面積有關，從面積觀點或和面

積”接近”的觀點 (例如：長度或共角關係 )

出發找尋有用的資訊，似乎比較合理，不

過，從其他觀點出發，亦可能得到意想不

到的結果，解題者應保持解譯的彈性，避

免心智功能的執著 (鄭昭明 , 2006)。  
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貳、圖用於幾何解題的功能  

許多解題文獻常建議解題者『畫個圖』

以瞭解題意，畫個圖是幾何解題中重要的

啟 思 法 之 一 (Polya, 1957 ； Schoenfeld, 

1979, 1980 ； Mason, Burton & Stacey, 

1982； Nunokawa, 1994, 2004)， Parzysz 

(1991, p.591)更直言：有效的解題方式即

是和圖形進行沒有耗損或扭曲的訊息交

流。解題活動中繪製草圖至少有下列四種

功能：一、減少解題時的認知負荷；二、

觸發解題時所需的相關知識；三、促進問

題情境的理解；四、輔助組織解題資訊。  

 

一、減少解題時的認知負荷 

幾何問題多以文字敘述題意，畫圖的

目 的 在 於 轉 換 成 比 較 容 易 處 理 的 表 徵

(Carney & Levin, 2002)；和資訊等量的序

列表徵相較之下，圖對於解題更有效率，

原因是圖象資料展佈於平面，每個元素都

可任意相互連結；而文句資料是以序列的

方式呈現，每個元素間僅和相鄰元素相連

結  (Larkin & Simon, 1987)。  

畫 圖 另 一 個 目 的 是 具 體 化 問 題

(Nickerson, Perkin & Smith, 1985 ；

Markovits, 1986) ， 一 旦 圖 形 被 畫 出 來

時，解題者便能夠透過感官過程記住問

題，同時，問題的視覺表徵能夠使得某些

沒有被注意到的部份關係更加明顯。尤其

是需要逐步審查題目中的細節時，無法單

靠想像， Polya(1957)建議畫張圖，因為

無法同時想像所有細節，而且想像的細節

可能會忘記，畫在紙上的細節可以保留，

能省去重新回憶的各種麻煩。  

 

二、觸發解題時所需要的相關知識  
圖 有 傳 遞 訊 息 的 功 能 ((Parzysz, 

1991)，幾何解題時常需要呈現題目中幾

何物體的配置關係 (如：垂直、四點共

圓 ) ， 而 圖 能 夠 呈 現 這 層 關 係 (Cheng, 

1996) ，有利於同時掃描大部分的資訊

(Parzysz, 1991)，圖形是一種輔助邏輯聯

繫的工具 (Polya, 1957)，圖及符號和數學

思維有密切的聯繫，它們的使用有助於思

維 ， 能 觸 發 解 題 時 所 需 要 的 相 關 知 識

(Polya, 1957)。  

前述例子中，可從三種不同的情境脈

絡理解圖一，在每一條脈絡下，將觸發相

關的知識，當圖形改變時，就必須設定新

的架構以理解新的情境脈絡，開啟新的解

題途徑。需要謹慎的是，幾何活動中雖然

能由圖形或實體所引發的心象辨認出幾何

物件與觸發相關知識，不過還是要透過定

義、概念與推理活動來確認   (Fischbein, 

1993)。  

 

三、促進問題情境的理解  
解題活動中，解題者所畫的草圖有雙

重意義，畫圖能增進問題情境的理解，有

助解題 (Bishop, 1989)；同時，圖也是一

面 鏡 子 ， 草 圖 是 問 題 情 境 的 外 在 表 徵

(Nunokawa , 1994 ； Carney & Levin, 

2002)，它反映了解題者對問題情境結構

的理解，透過逐步理解題意或是掌握題目

中之關係後，解題者所繪的圖形便隨之逐
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漸改變 (Nunokawa, 1994, 1997, 2004)，因

此，草圖成為研究者 (教師 )理解受測者

(學生 )解題進程的工具。  

Nunokawa (1994)將草圖分成三類。第

一類的圖是對問題結構的自然 (naïve)反

應，顯示解題者在閱讀問題後將文字敘述

直接轉譯成圖 (如圖三 A)；第二類的圖是

解題者自行從題目中建立關係後所畫的

圖，顯示解題的進展，解題者已經從問題

敘述中的等積關係自行推出平行關係 (如

圖三 B)；第三類的圖顯示解題者已經理解

問題情境並能推廣，將原來的五邊形看成

『一組平行線間的兩個等積三角形』加上

『一個”帽子”』(如圖三 C)。解題者在解題

時所畫的草圖，反應解題者對於問題情境

的理解，從結果來看，三個草圖幾乎一

樣，應從原案與錄影帶中考察畫圖的方式

及順序才能區辨。在他的研究中，解題者

一共畫了十九個圖之後，才順利解出題

目。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖三  

四、輔助組織解題資訊  
解題受阻時，有必要重新理解問題

(Mason, Burton, & Stacey, 1982)，解題者

必須再度從幾何圖形中辨認出某些熟悉的

特徵或資訊，當新的、可能有用的知識被

活化並應用到題目中，能對問題產生新的

理解，進行重新建構，為了再次理解問

題，必須分別考慮每一個已知條件，然後

把各部分重新統一起來，當作一個整體來

考慮，力圖同時看到問題所需要的各種聯

繫 (Polya, 1957)。在此，圖扮演輔助組織

資訊的角色，如果沒有把圖畫在紙上，解

題者幾乎不能分開處理與重組上述所有細

節。  

解題受阻時，亦可考慮重組視界與增

添 輔 助 線 (Polya, 1957 ； Yerushalmy & 

Chazan, 1990)，重組視界與增加輔助線的

目的在於對於原圖產生新的理解，辨認出

圖中各種元素之間一些尚未觀察到的關

係。為了更好地組織問題，必須捨棄一些

曾一度被認為是與題目有關的東西 (Polya, 

1957, p296)。  

 

叁、圖無法幫助幾何解題的原因  

前述內容說明圖形對於幾何解題有正

面的助益，但是，有可能因為某些原因使

得圖形無法在解題活動中發揮功能，可能

的原因有三，彙整如下：一、無法理解圖

的特殊性；二、受標準圖形的影響以致無

法以各種觀點讀圖；三、圖的誤用。  

 

一、無法理解圖的特殊性  

A
B

C
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圖包含社會與文化的規約 (Parzysz, 

1991, p.586)，例如：美國國旗中星星與

橫條的數目有其歷史文化的意涵 (Moore 

& Dwyer, 1994, p.140)；某些專業領域 (如 :

熱力學 )的圖之封閉曲線面積與循環的方

向性有其專業領域上的特殊意涵 (Cheng, 

1996)，本文中圖一與圖二的視覺特性相

近，但各有其獨特的概念脈絡。無法讀

圖的原因是不能理解圖中的特殊規約與

情境脈絡 (Yerushalmy & Chazan, 1990；

Roth & Bowen, 2003)，圖形的視覺呈現

應 與 解 題 者 的 心 智 模 式 相 容 (Cheng, 

1996)。  

在解題過程中，圖扮演聯繫邏輯的工

作 ， 啟 發 相 關 幾 何 知 識 與 定 理 (Polya, 

1957)，解題者需擁有足夠知識才能理解

圖中的特殊規約與情境脈絡 (Yerushalmy 

& Chazan, 1990；Roth & Bowen, 2003)；

專業知識用於理解圖中特殊規約與情境脈

絡，解題者理解圖的內容之後，將喚起更

多的知識應用於解題過程之中；圖的辨認

並不是解題成功的主要關鍵，解題成功的

關鍵在於能否從圖中得到更多的啟發，

Lawson & Chinnappan(2000)指出解題高成

就學生和低成就學生在辨認幾何形式的表

現並沒有差異，但高成就學生在辨認圖形

時所獲取的幾何知識，在數量上與連結程

度均優於低成就學生。學生無法順利解題

的原因很多，其中一個重大因素是知識結

構連結品質不良所致，以致於無法獲取有

效知識，導致解題失敗 (Prawat ,1989；

Lawson & Chinnappan, 1994)。  

二、受標準圖形的影響以致無法以

各種觀點讀圖  
標準圖形的心象容易導致幾何思考僵

化與無法辨認非標準圖形 (Hoz, 1981；

Presmeg, 1986 ； Bishop, 1989 ；

Yerushalmy & Chazan, 1990)；哪些是標準

圖形的心象呢？例如：角一定要有一條水

平射線；直角三角形的直角一定要在底

邊 ； 三 角 形 的 高 必 定 要 和 底 連 在 一 起

(Clement & Battista, 1992, p.422)，以受到

『三角形的高必定要和底連在一起』標準

圖形的心象影響為例，解題者不容易發覺

出鈍角三角形外部的高或是直角三角形斜

邊上的高。  

無法以各種觀點讀圖的原因，有一部

分是受到標準圖形的影響以致幾何思考僵

化與無法辨認非標準圖形 (Hoz, 1981 ；

Presmeg, 1986；Bishop, 1989；Yerushalmy 

& Chazan, 1990)；有一部分原因是限於幾

何思考的成熟度，例如：以 van-Hiele 幾何

發展層次看，視覺層次的學生將圖形視為

一個整體，無法以分析的思維看待圖形的

個 別 部 分 (Yerushalmy & Chazan, 1990, 

p.201)。 

 

三、圖的誤用  
圖的誤用有兩種情況：一是誤將圖中

資訊連結至不相關的資訊，甚至是錯誤資

訊 (Presmeg, 1986；Yerushalmy & Chazan, 

1990)，二是誤把圖形中未經證實的發現

當做解題或證明的證據，推導出錯誤的結

論 (Dvora & Dreyfus, 2004)。  



圖在幾何解題中所扮演的角色 

 

- 13 - 

以著名的悖論為例：所有的三角形皆

為等腰三角形 (圖四，引自凡異出版社，

1991， p.54)，即是巧妙地利用圖形上故

意畫得不準確之處，而導致矛盾的結論。

悖論也可視為解題者誤把圖形中未經證實

的發現當做解題或證明的證據，進而推導

出荒謬的結論。  

 

 

 

 

 

 

 

圖四、悖論：所有三角形皆等腰 (引自凡異

出版社 , 1991, p.54，經作者重製 ) 
 

這個悖論的關鍵就在圖四中 O 點的位

置，O 點是 ABC∠ 之內角平分線與 AB 之

中垂線的交點，如果”真的”以尺規作圖或

是幾何軟體重新畫圖，就不會得到這個

圖，事實上，這個交點並不會在三角形的

內部，而會是在三角形的外部，這個不正

確的圖，導致荒謬的推論，使得某些解題

者渾然不覺。這個例子提醒幾何解題時解

題者必須審慎使用圖形中所獲得的訊息，

必須經過定義、幾何概念與演繹邏輯的仔

細驗證 (Fischbein, 1993)。  

 

肆、教育意涵與教學上的建議  

根據前面的論述，數學解題過程中，

圖具有減少認知負荷、觸發資訊、促進理

解問題情境與組織解題資訊等多項功能。

理解圖是不容易的，需有足夠的知識才能

充分理解圖的內容、符號、規約與特殊情

境脈絡，在讀圖過程中，應避免功能固

著，保持解譯的彈性，嘗試以各種觀點解

讀圖中資訊，同時提醒自己避免誤用資

訊。  

在教學上，有六點建議：  

一、  加強數學概念之間的連結，加強數

學概念、圖形與數學定義之間的連結

與融合 (Fischbein, 1993)；  

二、  明確指出畫圖過程中圖形所傳遞的

訊息與這些訊息對於解題過程的幫助

(Parzysz, 1991)，鼓勵教師在講解幾

何題時，能邊畫圖，邊分析題目的意

義，強調畫圖過程中可觸發哪些資

訊？這些資訊又可以和題目進行何種

情況的連結？教師應重視讀圖過程中

反覆結構化的解譯過程，並非僅把圖

當做成品；  

三、  涉 及 圖 的 教 學 時 ， 應 對 於 圖 中 內

容、符號與脈絡進行溝通，以增進圖

的理解 (Roth & Bowen, 2003)，教師

應提供學生讀圖的機會，分享讀圖的

經驗與從圖中所得到的絃外之音；  

四、  鼓勵一圖多解與一題多解，對於解

譯面向與解題途徑進行整體理解；  

五、  嘗試變化圖形，增加脈絡的豐富性

(Yerushalmy & Chazan, 1990)，如：

同一概念的不同情境 ( 如：四點共

圓，如圖五 )、同一個圖形可能的連

續變化 (如：弦經過連續變化之後變

j

E F

D

C

A B

O
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成切線 )、類似圖形但不同的情境脈

絡 (如：本文中的圖一及圖二 )；  

六、  提供實例或介紹悖論，打破眼見為

憑的迷失，強調幾何證明中演繹邏輯

不可或缺的角色。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖五、不同情境下的四點共圓  
 

伍、結語  

幾何解題過程中，圖具有減少認知負

荷、觸發資訊、促進理解問題情境與組織

解題資訊等多項功能，然而，僅透過直覺

讀圖或是利用圖中未經證實的發現而進行

幾何推論，容易導致荒謬的結論是幾何解

題與教學時應注意的問題。  

讀圖過程是反覆建構與解構的過程，

需有足夠知識才能充分理解圖的內容、符

號、規約與特殊情境脈絡，同時保持解譯

的彈性，嘗試以各種觀點解讀圖中資訊。

因此，教學過程中，應加強數學概念、圖

形與數學定義之間的連結與融合，鼓勵一

題 (圖 )多解，提供變化豐富且動態變化的

實例與反例，以增加脈絡的豐富性，同

時，教師應以身作則，分享自己的讀圖經

驗，示範自己如何從圖中獲取豐富的資訊

並應用於解題。  
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