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三切線可決定多少拋物線 
趙文敏 

國立臺灣師範大學 數學系 
九 十 四 學 年 度 大 學 入 學 考 試 中 心 指

定科目考試數學甲的多重選擇第 9 題，因

為大學入學考試中心所公布的答案與部分

數學教師預期的答案不相同，因而引起一

些討論。本文將就該試題中的拋物線給出

全部的方程式，並給出與這個題目相關的

一些數學知識，提供有興趣者參考。這個

題目的內容是這樣的：  

 

有一條拋物線位於坐標平面之上半

面 ( 即其 y 坐標 0≥  )，並與 x-軸、直線

1−= xy 、直線 1−−= xy 相切。下列敘述

何者正確： 

（1）此拋物線的對稱軸必為 y-軸。 

（2）若此拋物線的對稱軸為 y-軸，則其

焦距為 1。( 註：拋物線的焦距為焦

點到頂點的距離 ) 

（3）此拋物線的頂點必在 x-軸上。 

（4）有不只一條拋物線滿足此條件。 

 

這 個 題 目 所 牽 涉 的 一 個 數 學 問 題

是：「給定三相異直線，有多少拋物線與此

三 直 線 相 切 ？ 」 在 圓 錐 曲 線 的 相 關 理 論

中，這個問題的答案可以明確地敘述如下： 

（ A） 若 給 定 的 三 相 異 直 線 中 至 少 有 兩 線

平 行 ， 或 給 定 的 三 相 異 直 線 共 點 ，

則 沒 有 任 何 拋 物 線 與 此 三 直 線 相

切 。 前 者 的 理 由 是 ： 任 何 拋 物 線 都

不 會 有 兩 條 切 線 互 相 平 行 ； 後 者 的

理 由 是 ： 過 拋 物 線 內 部 一 點 ， 沒 有

任 何 切 線 ； 過 拋 物 線 上 一 點 ， 只 有

一 條 切 線 ； 過 拋 物 線 外 部 一 點 ， 只

有兩條切線。  

（ B） 若 給 定 的 三 相 異 直 線 兩 兩 相 交 ， 且

三 直 線 不 共 點 ， 即 ： 三 交 點 可 做 為

一 個 三 角 形 的 三 個 頂 點 ， 則 有 無 限

多 拋 物 線 與 此 三 直 線 相 切 。 這 些 拋

物 線 分 別 與 三 相 異 直 線 相 切 的 三 個

切 點 ， 恰 有 一 個 切 點 在 上 述 三 角 形

的 一 邊 上 ， 另 兩 個 切 點 分 別 在 包 含

其 餘 兩 邊 的 直 線 上 、 但 不 在 邊 上 。

這 種 現 象 與 三 角 形 的 旁 切 圓 類 似 ，

而 且 這 些 拋 物 線 也 像 旁 切 圓 一 樣 可

分 成 三 組 ， 每 一 組 都 有 無 限 多 。 參

看下圖 1。  

在本文中，我們將先求出與上述試題

中三直線相切的拋物線方程式。因為拋物

線有無限多，所以拋物線方程式中的係數

會含有參數，下文將有兩種不同的參數選

擇法，一種參數描述焦點的位置，另一種

參數描述其中一切點的位置。不論哪一種

參數選擇法，拋物線方程式的計算都需要

引用到拋物線切線的一些相關性質，在下

文中會將這些性質作清楚的敘述與證明。
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最 後 ， 我 們 會 說 明 如 何 利 用 幾 何 軟 體

Geometer’s Sketchpad 來 繪 出 這 些 拋 物

線，這些拋物線的繪圖當然還是要根據前

述的切線性質。  

 

甲、以焦點位置為參數的拋物線方

程式  

給定拋物線的焦點與兩條切線，可以

作出拋物線的準線。其次，給定拋物線的

三條切線，可以確定拋物線焦點的可能位

置所成的軌跡。這兩件工作所以可行，乃

是根據下述兩個性質，前者根據性質 1，

後者根據性質 2。  

 

【性質 1】  

拋 物 線 的 焦 點 至 拋 物 線 的 每 條 切 線

的垂足都在拋物線過其頂點的切線上，而

焦點對每條切線的對稱點都在拋物線的準

線上。  

【性質 2】  

由 拋 物 線 的 任 意 三 切 線 相 交 所 成 的

三角形，其外接圓通過焦點而其垂心在準

線上。  

 
在 上 述 指 定 科 目 考 試 數 學 甲 的 多 重

選擇第 9 題中，拋物線的三切線方程式分

別 為 0=y ，  01 =++ yx 與 01 =−− yx 。

這 三 切 線 兩 兩 的 交 點 分 別 為 ) 1 , 0 ( −A ，  

) 0 , 1 (B 與 ) 0 , 1 ( −C 。  

根據性質 2，拋物線的焦點 F 在△ABC

的外接圓上，所以，焦 點 F 的坐標可以表

示成 ) sin , cos ( ααF ， 0 2α π≤ < 。 因為拋

物線的焦點不能在拋物線的任何切線上，

所 以 ， AF ≠ ， BF ≠ ， CF ≠ 。 於 是 ，

0≠α ， πα ≠ ， πα )23(≠ 。  

其 次 ， 焦 點 F 對 三 切 線 0: =yBC ，

01: =++ yxCA 與 01: =−− yxAB 的 對 稱

點分別為  

) sin , cos ( αα − ，  

) cos1 , sin1( αα −−−− 與  

) cos1 , sin1( αα +−+ 。  

根據性質 1，此三點都在準線上。依性質

2，△ABC 的垂心 ) 1 , 0 ( −A 也在準線上。  

利 用 ) cos1 , sin1( αα −−−− 與

) cos1 , sin1( αα +−+ 兩 點 坐 標 ， 很 易 計 算

得 準 線 方 程 式 為

0)sin1()sin1()(cos =+−+− ααα yx 。 請 注

意 ： 利 用 上 述 四 點 坐 標 計 算 準 線 的 斜 率

時，共有下述四種表示法：  

α
α

sin1
cos
+

，
αα
αα

sincos1
sincos1

++
−+

，  

αα
αα

sincos1
sincos1

−+−
−−

，
α

α
cos

sin1−
。  

當 0≠α 、 πα ≠ 、 πα )23(≠ 時 ， 前

三種表示法的分母都不等於 0，而且其值

都 相 等 。 至 於 第 四 種 表 示 法 ， 雖 然 在

0≠α 、 πα ≠ 、 πα )23(≠ 時 ， 其 值 也 與

其 他 三 種 表 示 法 相 等 ； 但 此 種 表 示 法 在

πα )21(= 時卻不適用，因為當 πα )21(=
時，點 ) sin , cos ( αα − 與點 ) 1 , 0 ( − 重合。  

根據拋物線的定義、焦點的坐標與準

線的方程式，可得拋物線方程式為  
2 2( cos ) ( sin )x yα α− + −
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2

2 2

[(cos ) (1 sin ) (1 sin )]
cos (1 sin )
x yα α α

α α
− + − +=

+ +
。 

化簡、並將同類項合併，可得出與三

直線 0=y ， 01 =++ yx 與 01 =−− yx 都相

切的所有拋物線的方程式如下：  

αP ： 2 2(1 sin ) 2cos (1 sin )x xyα α α+ + +  
2 2(cos ) 2cos (1 sin )y xα α α+ − +

22(1 3sin )(1 sin ) cos 0yα α α− + + + = ，  

其 中 ， 0 2α π≤ < ， 且 0≠α ， πα ≠ ，

πα )23(≠ 。顯然地，當 2πα = 時，對應

的 2πP ： 042 =− yx 就 是 對 稱 軸 為  y-軸 、

焦距為 1、頂點在 x-軸上的特例。  

我們順便計算三直線的切點坐標。將

0=y 代入拋物線方程式，得  

0]cos)sin1[( 2 =−+ αα x 。  

由 此 可 知 ： 拋 物 線 αP 與 直 線 0: =yBC 相

切，其切點坐標為  

) 0 , 
sin1

cos ( 
α

α
+

。  

將 1−−= xy 代入拋物線方程式，得  
2 2 2[(1 sin ) 2cos (1 sin ) cos ]xα α α α+ − + +

2[ 4cos (1 sin ) 2cosα α α+ − + +
22(1 3sin )(1 sin )] [2cosxα α α+ + + +

2(1 3sin )(1 sin )] 0α α+ + + = ，或  
2 2(1 cos sin ) xα α− +

4(1 cos sin )(1 sin )xα α α+ − + +
24(1 sin ) 0α+ + = ，或  

0)]sin1(2)sincos1[( 2 =+++− ααα x 。 

由 此 可 知 ： 拋 物 線 αP 與 直 線

01: =++ yxCA 相切，其切點坐標為  

) 
sincos1
sincos1 , 

sincos1
)sin1(2 ( 

αα
αα

αα
α

+−
++

+−
+−

。  

將 1−= xy 代入拋物線方程式，得  
2 2 2[(1 sin ) 2cos (1 sin ) cos ]xα α α α+ + + +

2[ 4cos (1 sin ) 2cosα α α+ − + −

2(1 3sin )(1 sin )]xα α− + +
2[2cos 2(1 3sin )(1 sin )] 0α α α+ + + + = ，或  

2 2(1 cos sin ) xα α+ +

4(1 cos sin )(1 sin )xα α α− + + +
24(1 sin ) 0α+ + = ，或  

0)]sin1(2)sincos1[( 2 =+−++ ααα x 。  

由 此 可 知 ： 拋 物 線 αP 與 直 線

01: =−− yxAB 相切，其切點坐標為  

) 
sincos1
sincos1 , 

sincos1
)sin1(2 ( 

αα
αα

αα
α

++
+−

++
+

。  

 

乙、以切點位置為參數的拋物線方

程式  

給定拋物線的三條切線，只要已知其

中一切線上切點的位置，就可以確定其它

兩 切 線 上 切 點 的 位 置 。 這 件 工 作 所 以 可

行，乃是根據下面性質 3。  

 

【性質 3】  

過一拋物線上三相異點 P、Q、R 分別

作切線，設三切線兩兩的交點分別為 A、

B、C，且 P、B、C 共 線，Q、C、A 共 線 ，

R、A、B 共線，這些點必滿足下述兩性質： 

（1）令 PCuBP = 、 CQvAC = 、 BAwRB =
表示三個向量等式，則係數 u、v、w

彼此相等。  

（2）在△ABC 的外部作三點 D、E、F 使
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得 ABDC、BCEA、CAFB 都是平行四

邊 形 ， 則 D、 Q、R 共 線 ， E、R、P

共線，F、P、Q 共線。  

在性質 3(1)的三個等式中，以 P 換成

Q、Q 換成 R、R 換成 P 及 A 換成 B、B 換

成 C 、 C 換 成 A ， 可 得 QAuCQ = 、

ARvBA = 、 CBwPC = ；將所 得 的三 個 等

式再以 P 換成 Q、Q 換成 R、R 換成 P 及

A 換 成 B、 B 換 成 C、 C 換 成 A， 可 得

RBuAR = 、 BPvCB = 、 ACwQA = 。我們

留 給 讀 者 自 己 證 明 這 兩 組 等 式 中 的 係 數

u、v、w 也彼此相等，但三組等式中的三

個 u 不一定相等。  

再 回 到 指 定 科 目 考 試 數 學 甲 的 多 重

選擇第 9 題，拋物線的三切線方程式分別

為 0=y ，  01 =++ yx 與 01 =−− yx 。 這

三 切 線 兩 兩 的 交 點 分 別 為 ) 1 , 0 ( −A ，

) 0 , 1 (B 與 ) 0 , 1 ( −C 。  

設 所 求 拋 物 線 與 直 線 0: =yBC 的 的

切點坐標為 ) 0 ,  ( tP ，因為 P 不能與 B、 C

重合，所以， 1≠t 且 1−≠t 。在直線 BC 上，

因為 P、B 與 C 的坐標分別為 ) 0 ,  ( tP 、

) 0 , 1 (B 與 ) 0 , 1 ( −C ， 所 以 ， 顯 然 可 得

PCttBP )]1()1([ −−−= 。在直線 CA 上與

直 線 AB 上 分 別 選 取 點 ),( 22 yxQ 與 點

),( 33 yxR ，使得 CQttAC )]1()1([ −−−= 及

BAttRB )]1()1([ −−−= 。 將 各 點 坐 標 代

入，即得  

( ( 1) 0 ,  0 ( 1) )− − − −

2 2
1 ( ( 1) ,  0 )

1
t x y

t
−= − − −

− −
與  

3 3( 1  ,  0  )x y− −

1 ( 0 1 ,  ( 1) 0 )
1

t
t

−= − − −
− −

。  

由 前 一 等 式 可 得 點 Q 的 坐 標 為

) )1()1( , )1(2 ( −−−− tttQ ，依 性 質 3(1)，

點 Q 就是拋物線與直線 01: =++ yxCA 的

切點。同理，由後一等式可得點 R 的坐標

為 )  )1()1(, )1(2 ( ++−+ tttR ， 依 性 質

3(1) ， 點 R 就 是 拋 物 線 與 直 線

01: =−− yxAB 的切點。  

設 所 求 拋 物 線 的 方 程 式 為

0)( 2 =++++ nmylxkyjx 。 因 為 此 拋 物 線

與 x 軸相切，所以，拋物線的軸與 x 軸不

平行。由此可知： 0≠j 。  

因 為 拋 物 線 與 直 線 01: =++ yxCA 相

切於 點 ) )1()1( , )1(2 ( −−−− tttQ ，所以 ，

 )1(2 −t 是下述方程式的重根：  

0))(( 2 =+−−+−− nmmxlxkxkj ，  

或寫成  
2 2( ) ( 2 ( ) )j k x k j k l m x− + − − + −

2 0k m n+ − + = 。  

於是，得  

2

2

( ) 2 ( )
( 1) 4( 1)
j k k j k l m
t t
− − − + −=
− − −

2

4
k m n− += 。   (1) 

因 為 拋 物 線 與 直 線 01: =−− yxAB 相

切於點 ) )1()1(, )1(2 ( ++−+ tttR ，所以，

 )1(2 +t 是下述方程式的重根：  

0))(( 2 =+−++−+ nmmxlxkxkj ，  

或寫成  
2 2( ) ( 2 ( ) )j k x k j k l m x+ + − + + +

2 0k m n+ − + = 。  
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於是，得  

2

2

( ) 2 ( )
( 1) 4( 1)
j k k j k l m
t t
+ − + + +=
+ − +

2

4
k m n− += 。   (2) 

因 為 (1)式 與 (2)式 的 最 右 端 相 等 ， 所

以，得  

2 2

2 2

( ) ( )
( 1) ( 1)
j k j k
t t
− +=
− +

 

2 ( )
4( 1)

k j k l m
t

− − + −=
− −

 

2 ( )
4( 1)

k j k l m
t

− + + +=
− +

。   (3) 

由 (3)式的前兩項可得  
2222 )()1()()1( kjtkjt +−=−+ ，  

04)1(44 222 =++− tkjkttj ，  

0))(( =−− ktjtkj ，  

tkj =  或  tjk = 。  

先考慮 tkj = 的情形。因為 1±≠t ，所

以，由 (3)式的後三項可得  

2 2 ( )
4( 1)

k tk k l mk
t

− − + −=
− −

2 ( )
4( 1)

k tk k l m
t

− + + +=
− +

。  

於是，可得  
2 2 2

2 2 2

 4( 1) 2( 1) 2( 1)
 4( 1) 2( 1) 2( 1)
l m t k t k t k
l m t k t k t k

 − = − − + − = − −


+ = − + + + = − +
。 

解得 22tkl −= ， 22km −= 。  

再由 (1)式或 (2)式得  

4

2
2 nmkk +−= ，  

2222 )214(4 kkmkkn =−−=+−= 。  

由此可知：所求的方程式為  

022)( 2222 =+−−+ kykxtkkytkx ，  

或寫成  

0)1( 22 =−+ ytxk 。  

此方程式的圖形不是拋物線，不合問

題所求。  

其次考慮 tjk = 的情形，因為 1±≠t ，

所以，由 (3)式的後三項可得  

2 2 ( )
4( 1)

tj j tj l mj
t

− − + −=
− −

2 ( )
4( 1)

tj j tj l m
t

− + + +=
− +

。  

於是，可得  







−−=+++−=+

+−−=−+−−=−
2222

2222

)422  ()1(2)1(4 

)422()1(2)1(4 

jttjttjtml

jttjttjtml 。 

解得 22tjl −= ， 22 )42( jtm −= 。  

再由 (1)式或 (2)式得  

4

2
2 nmkj +−= ，  

2 24n j k m= − +  
2 2 2 2 2(4 2 4)t t j t j= − + − = 。  

由此可知：所求的拋物線方程式為  
2 2 2 2 2 2( ) 2 (2 4) 0jx tjy tj x t j y t j+ − + − + = ，

或寫成  

0)42(22 22222 =+−+−++ tyttxyttxyx 。 

只 要 在 此 方 程 式 中 令 t 等 於

cos (1 sin )α α+ ， 即 可 知 此 方 程 式 與 甲 小

節所求得的拋物線方程式相同。  

拋 物 線 2 2 2 22 2 (2 4)x txy t y tx t y+ + − + −  
2 0t+ = 與 直 線 0: =yBC 相 切 於 點

) 0 ,  ( tP 、 與 直 線 01: =++ yxCA 相 切 於 點

) )1()1( , )1(2 ( −−−− tttQ 、 又 與 直 線
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01: =−− yxAB 相 切 於 點 ( 2 ( 1) R t + , 

( 1) ( 1)  )t t− + + ，這些都很容易證明。  

當 11 <<− t 時 ， 切 點 ) 0 ,  ( tP 在 BC
上。另一方面，因為 012 <−<− t ，由此得

1 )1(2 −<−t ， 所 以 ， 切 點

) )1()1( , )1(2 ( −−−− tttQ 與點 A 在點 C

的 異 側 。 因 為 210 <+< t ， 由 此 得

1 )1(2 >+t ， 所 以 ， 切 點

) )1()1(, )1(2 ( ++−+ tttR 與點 A 在點 B 的

異側。  

當 1>t 時，切點 ) 0 ,  ( tP 與點 C 在點 B

的異側。另一方面，因為 01 >−t ，由此得

0 )1(2 >−t ， 所 以 ， 切 點

) )1()1( , )1(2 ( −−−− tttQ 與點 C 在點 A

的 異 側 。 因 為 21 >+t ， 由 此 得

1 )1(2 0 <+< t ， 所 以 ， 切 點

) )1()1(, )1(2 ( ++−+ tttR 在 AB 上。  

當 1−<t 時，切點 ) 0 ,  ( tP 與點 B 在點

C 的異側。另一方面，因為 21 −<−t ，由

此 得 0 )1(21 <−<− t ， 所 以 ， 切 點

) )1()1( , )1(2 ( −−−− tttQ 在 CA 上 。因 為

01 <+t ，由此得 0 )1(2 <+t ，所以，切點

) )1()1(, )1(2 ( ++−+ tttR 與點 B 在點 A 的

異側。  

前面三段所解說的結果，正是本文前

言 的 (B)中 所 敘 述 的 有 關 與 旁 切 圓 類 似 的

內容。  

 

丙、三個性質的證明  

【性質 1】  

拋 物 線 的 焦 點 至 拋 物 線 的 每 條 切 線

的垂足都在拋物線過其頂點的切線上，而

焦點對每條切線的對稱點都在拋物線的準

線上。  

證 ： 設 拋 物 線 的 方 程 式 為 cxy 42 = ， 則 焦

點坐標為 ) 0 ,  ( c ，準 線 方程 式 為 0=+ cx 。 

過 此 拋 物 線 上 任 意 點 )  , 4 ( 0
2
0 ycy 的

切線方程式為  

)4(2 2
00 cyxcyy += 或  

024 2
00 =+− yyycx 。  

焦 點 ) 0 ,  ( c 至 切 線 的 垂 足 坐 標 為

) 2 , 0 ( 0y ，此點在拋物線 cxy 42 = 過頂點

) 0 , 0 ( 的 切 線 0=x 上 。 另 一 方 面 ， 焦 點

) 0 ,  ( c 對 切 線 的 對 稱 點 坐 標 為 )  ,  ( 0yc− ，

此點在準線上。∥ 

 

【性質 2】  

由 拋 物 線 的 任 意 三 切 線 相 交 所 成 的

三角形，其外接圓通過焦點而其垂心在準

線上。  

證 ： 設 拋 物 線 的 方 程 式 為 cxy 42 = ， 而 三

個 切 點 的 坐 標 分 別 為 )  , 4 ( 1
2
1 ycyP 、

)  , 4 ( 2
2
2 ycyQ 與 )  , 4 ( 3

2
3 ycyR ，則三切線

方 程 式 分 別 為 BC： 024 2
11 =+− yyycx ，

CA ： 024 2
22 =+− yyycx 與 AB ：

024 2
33 =+− yyycx ，由此進一步可得三切

線兩兩的交點坐標分別為  

) 2)( , )4()( ( 3232 yycyyA + ，  

) 2)( , )4()( ( 1313 yycyyB + 與  

) 2)( , )4()( ( 2121 yycyyC + 。  

設 321 yyy << ，將焦點 F 與點 B 的坐

標代入 2
2224 yyycx +− ，可得  

0024 2
22 >+⋅−⋅ yycc ，  



三切線可決定多少拋物線 

- 57 - 

23 1 3 1
2 24 2

4 2
y y y yc y y

c
+⋅ − ⋅ +

2 1 2 3( )( ) 0y y y y= − − < 。  

由此可知：焦點 F 與點 B 在直線 CA 的異

側。  

因為  

2 3 3 1 2 3 3 1(  ,   )
4 4 2 2

y y y y y y y yBA
c c

+ += − −
uuur

2 1
3(  ,  2  )

4
y y y c

c
−= ，  

3 1 3 11 2 1 2(  ,   )
4 4 2 2

y y y yy y y yBC
c c

++= − −
uuur

2 3
1( )(  ,  2  )

4
y y y c

c
−= ，  

2 3 2 3(  ,  0 )
4 2

y y y yFA c
c

+= − −
uuur

2
2 3 2 3

1 ( 4  ,  2 ( ) )
4

y y c c y y
c

= − + ，  

1 2 1 2(  ,  0 )
4 2

y y y yFC c
c

+= − −
uuur

2
1 2 1 2

1 ( 4  ,  2 ( ) )
4

y y c c y y
c

= − + ，  

所以，可得  

cos ABC∠
2

2 1 2 3 3 1
2 2 2 2

2 1 3 2 3 1

( )( )( 4 )
( )( ) 4 4

y y y y y y c
y y y y y c y c

− − +=
− − + +

2
3 1

2 2 2 2
3 1

4
4 4

y y c
y c y c

+= −
+ +

，  

cos AFC∠  

2 2 2 2 2
1 2 3 2 3 1 2 1 2 2 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 2 3 1 2 1 2

4 ( ) 16 4 ( )
( 4 ) 4 ( ) ( 4 ) 4 ( )

y y y c y y y y c c y y y y y y y
y y c c y y y y c c y y

− + + + + + +=
− + + − + +

)4)(4()4)(4(

)4)(4(
22

2
22

1
22

3
22

2

2
13

22
2

cycycycy

cyycy

++++

++
=

22
1

22
3

2
13

44

4

cycy

cyy

++

+
=  ○  

由 此 可 知 ： ABC∠ 與 AFC∠ 互 補 ， 點

B、A、F、C 共圓。  

其 次 ， 過 點 3 1( ( ) (4 )B y y c , 

3 1( ) 2 )y y+ 而 與 直 線 CA ： 24 2cx y y−  
2
2 0y+ = 垂直的直線方程式為  

0)(484 13
2

321
2

2 =+−−+ yycyyyycxcy ，  

過 點 ) 2)( , )4()( ( 2121 yycyyC + 而 與

直 線 AB： 024 2
33 =+− yyycx 垂 直 的 直 線

方程式為  

0)(484 21
2

321
2

3 =+−−+ yycyyyycxcy 。  

上 述 二 直 線 的 交 點 坐 標 為

) 2)()8()( ,  ( 321
2

321 yyycyyyc +++− ，

此交點顯然在準線上，亦即：△ABC 的垂

心在準線上。∥ 

性質 2 中的 ABC∠ 與 AFC∠ 互補，或

BFCBAC ∠=∠ ， BFABCA ∠=∠ ，也 可 以

使用綜合方法證明。  

 

【性質 3】  

過一拋物線上三相異點 P、Q、R 分別

作切線，設三切線兩兩的交點分別為 A、

B、C，且 P、B、C 共 線，Q、C、A 共 線 ，

R、A、B 共線，這些點必滿足下述兩性質： 

（1）令 PCuBP = 、 CQvAC = 、 BAwRB =
表示三個向量等式，則係數 u、v、w

彼此相等。  

（2）在△ABC 的外部作三點 D、E、F 使

得 ABDC、BCEA、CAFB 都是平行四
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邊 形 ， 則 D、 Q、R 共 線 ， E、R、P

共線，F、P、Q 共線。  

證： (1)設拋物線方程式為 cxy 42 = ，切點

P、Q 與 R、切線交點 A、B 與 C 的坐標同

性質 2 的證明。因為  

2
3 1 3 11

1(  ,   )
4 4 2

y y y yyBP y
c c

+= − −
uuur

1
1 3

1( )(  ,   )
4 2
yy y
c

= − ，  

2
1 2 1 1 2

1(  ,   )
4 4 2

y y y y yPC y
c c

+= − −
uuur

1
2 1

1( )(  ,   )
4 2
yy y
c

= − ，  

2 3 2 31 2 1 2(  ,   )
4 4 2 2

y y y yy y y yAC
c c

++= − −
uuur

2
1 3

1( )(  ,   )
4 2
yy y
c

= − ，  

2
2 1 2 1 2

2(  ,   )
4 4 2
y y y y yCQ y
c c

+= − −
uuur

2
2 1

1( )(  ,   )
4 2
yy y
c

= − ，  

2
3 1 3 3 1

3(  ,   )
4 4 2

y y y y yRB y
c c

+= − −
uuur

3
1 3

1( )(  ,   )
4 2
yy y
c

= − ，  

2 3 3 1 2 3 3 1(  ,   )
4 4 2 2

y y y y y y y yBA
c c

+ += − −
uuur

3
2 1

1( )(  ,   )
4 2
yy y
c

= − ，  

所以，可得  

PC
yy
yy

BP
12

31

−
−

= ，  

CQ
yy
yyAC

12

31

−
−

= ，  

BA
yy
yy

RB
12

31

−
−

= 。  

（2）因為 ABDC、BCEA、CAFB 都是平行

四邊形，所以，它們的對角線都互相平分。

由此可知：點 D、E、F 的坐標分別為  

) , )4()( ( 1322113 ycyyyyyyD −+ ，  

) , )4()( ( 2133221 ycyyyyyyE −+ 與  

) , )4()( ( 3211332 ycyyyyyyF −+ 。  

因為  

2
2 3 1 1 2 2 3

2 1(  ,   )
4

y y y y y y yDQ y y
c

− − += −
uuur

2 3
2 1( )(   ,  1 )

4
y yy y

c
+= − ，  

2
3 3 1 1 2 2 3

3 1(  ,   )
4

y y y y y y yDR y y
c

− − += −
uuur

2 3
3 1( )(   ,  1 )

4
y yy y

c
+= −

3 1

2 1

y y DQ
y y

−=
−

uuur
，  

所以，D、Q、R 共 線。同 理 可 證，E、R、

P 共線，F、P、Q 共線。∥ 

性質 3(2)也可以根據性質 3(1)以綜合

方法證明。  

 

丁、由三切線繪出拋物線  

根據性質 1 和性質 2 來作出與三直線

相切的拋物線，其方法是很直接的，因為

性質 1 和性質 2 可提供拋物線的焦點與準

線，所以，利用焦點與準線很容易繪出拋

物線。我們說明其作法如下：  
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給定兩兩相交、但不共點的三相異直

線，設三交點分別記為 A、B 與 C。  

（1）在△ABC 的外接圓上任選異於 A、B

與 C 的任一點 F；  

（2）作點 F 對三直線 BC、CA 與 AB 的對

稱點，根據 Simson 定理，此三對稱點

必在一直線 l 上；  

（3）對於直線 l 上每個點 M，作線段 FM
的垂直平分線；  

（4）過點 M 做直線 l 的垂直線；  

（5）設 (3)中的 垂直 平分 線與 (4)中的垂 直

線交於點 MP ，則當點 M 在直線 l 上

變動時，點 MP 所描繪的軌跡就是以點

F 為焦點、直線 l 為準線的拋物線。  

（6）不論點 F 是△ABC 的外接圓上異於

A、B 與 C 的任何點， (5)中的拋物線

都與三直線 BC、CA、AB 相切。參看

圖 1-1、1-2、1-3。  

請注意：在△ABC 的外接圓上選定異

於 A、B 與 C 的一個點 F，就會有一條與

三直線 BC、CA、AB 都相切的拋物線。因

為點 F 有無限多選擇，所以，拋物線也有

無限多條。  

根據性質 3 來作出與三直線相切的拋

物線，方法就不像性質 1、2 那 麼 直 接 了，

因為我們需要從性質 3 中找出「當哪個點

在哪個圖形上變動時，哪個點所描繪的軌

跡就是所欲求的拋物線。」關於這一點，

我們先根據性質 3 指出對作圖有幫助的兩

點補充。  

CB

A

F
Q

P

R

 

圖 1-1  焦點 F 在弧 BC 上  

C
B

A

F
Q P

R

 

圖 1-2  焦點 F 在弧 CA 上  

C

A

F

Q

P R

B

 
圖 1-3  焦點 F 在弧 AB 上  
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補充一：當拋物線與三切線 BC、CA、

AB 中之一的切點已知時，性質 3(1)中的倍

數 )( wvu == 就已確定，進而使另兩條切線

上的切點跟著確定。由一切點作出另二切

點的的一個方法如下：  

設已知切線 BC 及其上的切點 P。以

△ ABC 在 另 二 切 線 上 的 邊 CA 與 AB 分 別

做為一對角線，向△ABC 外部作出點 E 與

點 F 使 BCEA 與 CAFB 為兩個平行四邊

形，則依性質 3(2)，可知直線 PF 與切線

CA 的交點就是切點 Q，直線 PE 與切線 AB

的交點就是切點 R。參看圖 2。  

B C

A

P

F E

R
Q

 

R

C

A B

E

Q PF
 

圖 2 

補充二：當拋物線的二切線及其上的

切點都已知時，則由兩切點的連線上異於

兩切點的任意點，都可作出拋物線的一切

線。其作法如下：  

設已知切線 AQ 及其上的切點 Q、切

線 AR 及其上的切點 R。設 D 是直線 QR

上異於切點 Q 與 R 的任意點，過 D 分別作

切線 AQ 與切線 AR 的平行線，此兩對平行

線圍成一個平行四邊形，則依性質 3(2)，

此平行四邊形中異於 A 與 D 的兩頂點的連

線是拋物線的一切線。參看圖 3。  

CB

A

P

QR D
 

BA

C

R

PQ

D

 

圖 3 

 

有了前面兩點補充，我們說明由性質

3 來繪出與三直線相切的拋物線之作法如

下：  

給定兩兩相交、但不共點的三相異直

線，設三交點分別記為 A、B 與 C。  

（1）在直線 BC 上任選異於 B 與 C 的任一

點 P；  

（2）分別以△ABC 的邊 CA 與 AB 做為一

對角線，作出點 E 與點 F 使 BCEA 與

CAFB 為兩個平行四邊形，設直線 PF

與直線 CA 交於點 Q，直線 PE 與直線

AB 交於點 R；   

（3）對於直線 PQ 上異於點 P 與 Q 的任

意點 X，過 X 分別作直線 CP 與直線
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CQ 的 平 行 線 ， 此 兩 對 平 行 線 圍 成 一

個 平 行 四 邊 形 CXBA XX ， 連 接 直 線

XX BA ；  

（ 4 ） 以 △ CBA XX 的 邊 XCA 做 為 一 對 角

線，作出點 XE 使 XXX ACEB 為平行四

邊形，連接直線 XPE ；  

（ 5 ） 設 (4) 中 的 直 線 XPE 與 (3) 中 的 直 線

XX BA 交於點 XR ，則當點 X 在直 線

PQ 上變動時，點 XR 所描繪的軌跡就

是與直線 BC、CA、AB 分別相切於點

P、Q、R 的拋物線。參看圖 4。 ( 請

注意：繪製此拋 物線時 ，不需使用點

R，點 R 在此只用來檢驗相切。 ) 

請注意：在直線 BC 上選定異於 B、C

的 任何 點 P， 就會 有 一 條 與三 直 線 BC、

CA、AB 都相切的拋物線。因為點 P 有無

限多選擇，所以，拋物線也有無限多條。  
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圖 4 

 


