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生成函數在計數問題的應用 
許介彥 

大葉大學  電信工程學系

多項式的係數 
如 果 我 請 您 寫 出 以 下 兩 個 多 項 式

432)( xxxxxp +++= 與 43)( xxxxq ++=

相乘的結果，您會怎麼做呢？由於 )(xp 含

有四項而 )(xq 含有三項，因此如果先不將

同次項合併，那麼 )()( xqxp 的展開式可以

預 測 將 含 有 1234 =× 項 ， 每 一 項 都 是 由

)(xp 的某一項與 )(xq 的某一項相乘而得，

也就是由下面兩個集合中各選出一個元素

相乘而得： 
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經過同次項合併後則可得 )()( xqxp = x2 + 

x3 + 2x4 + 3x5 + 2x6 + 2x7 + x8。 

如果我在一開始時只問您 )()( xqxp 的

展開式中 5x 的係數是多少，您需要大費周

章 地 將 )()( xqxp 全 部 乘 開 嗎 ？ 當 然 不 需

要，此時您只須觀察在什麼情況下會產生

5x 即 可；不難 看出總共 有三 種可能的 情

形： )(xp 的 x 與 )(xq 的 4x 相乘、 )(xp 的 2x

與 )(xq 的 3x 相乘、 )(xp 的 4x 與 )(xq 的 x 相

乘等，因此 )()( xqxp 的展開式中 5x 的係數

一定是 3。 

 

鉛塊與鐵塊 
考慮一個相關的問題：如果您有四塊

鉛塊，重量分別為 1、2、3、4 公斤，此外

還有三塊鐵塊，重量分別為 1、3、4 公斤，

請問：由鉛塊與鐵塊各一，希望能湊出總

重 5 公斤的重量，總共有幾種湊法？您不

難看出這個問題其實只是剛才的問題經過

重新包裝而已；這兩個問題也都相當於希

望求出下式 
521 =+ ee  

總共有多少組解，其中的 }4 ,3 ,2 ,1{1 ∈e 而且

}4 ,3 ,1{2 ∈e ，因此本題湊出 5 公斤重量的湊

法總共有 3 種。 

如果除了鉛塊和鐵塊之外您還有三塊

鋁塊，重量分別為 2、3、7 公斤，那麼利

用鉛塊、鐵塊、鋁塊各一，湊出總重 10 公

斤的湊法又有幾種呢？循著上面的論述，

我們知道湊法數一定就是 

))()(( 73243432 xxxxxxxxxx +++++++

的展開式中 10x 的係數；雖然由上式也許不

易很快求得此係數，不過我們已經可以肯

定「答案就在此式中」；從某個層面來說我

們已經將這個問題解決了。 

上式除了含有湊出 10 公斤問題的答案

外，它其實也同時包含著湊出其他重量的

問題的答案；例如上式的展開式中的
8x 與

9x 的係數就分別是湊出 8 公斤與 9 公斤的
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湊法數等。如果湊出 n（n =0,1,2,…）公斤

的湊法有 an 種，那麼上式的展開式中的 x0, 

x1, x2,…的係數就分別等於 a0, a1, a2,…，因

此下式成立： 

))()(( 73243432 xxxxxxxxxx +++++++

∑
∞

=
=

0n

n
n xa  

在述語上，我們將 

))()(( 73243432 xxxxxxxxxx +++++++

稱 作 數 列 K,,, 210 aaa 的 「 生 成 函 數 」

（generating function）。一般而言，對任意

一個數列 K,,, 210 aaa ，我們定義此數列的

生成函數為 

L++++ 3
3

2
210 xaxaxaa . 

上面的例子中，我們將計算個數的問

題透過生成函數轉化成求多項式係數的問

題，這種技巧對解決許多數學問題而言相

當有用。以下我們再看幾個例子。 

 

籃子與球 
例題一： 

將五顆一模一樣的球放入編號由 1 至 4

的四個籃子中，而且每個籃子最多只能放

兩顆球，總共有幾種方法？ 

這個問題相當於求 

54321 =+++ eeee , 20 ≤≤ ie  

總共有多少組解，也相當於求由下面四個

集合中各選出一個元素來相乘，所得為 5x

的可能情形有多少種： 
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有了前面的觀念，我們知道此數一定

就是 42 )1( xx ++ 的展開式中 5x 的係數，因

此答案已在此式中，只要設法求出其中 5x

的係數即可。 

一般而言，如果 na 代表將 n 顆球放入

四個籃子而且每個籃子最多只能放兩顆球

的 方 法 數 ， 那 麼 42 )1( xx ++ 就 是 數 列

K,,, 210 aaa 的生成函數，也就是說， na 一

定就等於 42 )1( xx ++ 的展開式中 nx 的係數

（如何求出這些係數是另一回事；我們暫

且先以能寫出生成函數為目標）。 

請留意上面的生成函數其實足以應付

當 K ,2 ,1 ,0=n 時的情形，我們原來的問題

只是其中的一種情形（即 5=n 時），這是生

成函數的一個普遍的性質，也就是儘管我

們原本只希望求得某種情形時的答案，不

過一旦使用生成函數求解，所得的結果會

全面性地將所有同類問題的答案都包含於

其中。 

考慮以下問題：從四種不同顏色的球

（假設每種顏色的球都有無窮多顆）中挑

出 五 顆 球 ， 而 且 每 種 顏 色 最 多 只 能 挑 兩

顆，總共有多少種挑法？讀者不難看出這

也只是剛才的問題經過重新包裝而已。 

 

例題二： 

假設 na 代表從三種不同顏色的球（假

設每種顏色的球都有無窮多顆）中挑出 n

顆球而且每種顏色都須被挑出至少兩顆的

挑法數，以下我們將求出數列 K,,, 210 aaa

的生成函數。 

要求出 na 的值就相當於求出下式 
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neee =++ 321 , 2≥ie  

有多少組解；由於每種顏色的球有可能被

選出 K,4 ,3 ,2 顆，因此求 na 的值就相當於

求從下面三個集合中各選出一個元素來相

乘，所得為 nx 的可能情形有多少種： 
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因此數列 K,,, 210 aaa 的生成函數為 
3432 )( L+++ xxx  

而 na 就等於其展開式中的 nx 的係數。 

由於 

x−1
1

 L+++= 21 xx , 

x
x
−1

2
 L+++= 432 xxx ,

我們又可將上面的生成函數簡潔地表為 

32

1 







− x
x . 

 

例題三： 

假設 na 代表將 n 顆一模一樣的球放入

編號由 1 至 5 的五個籃子中的方法數，其

中編號 1 和 2 的籃子中的球數都必須是偶

數且不能多於八顆，而其他三個籃子中的

球數都不能少於三顆且不能多於五顆；以

下 我 們 將 求 出 數 列 K,,, 210 aaa 的 生 成 函

數。 

要求出 na 的值就相當於求出下式 

neeeee =++++ 54321  

有多少組解，其中 

}8 ,6 ,4 ,2 ,0{, 21 ∈ee , }5 ,4 ,3{,, 543 ∈eee . 

有了前面的經驗，我們不難立刻寫出數列

K,,, 210 aaa 的生成函數為 
354328642 )()1( xxxxxxx ++++++  

而 na 的值就等於上式的展開式中 nx 的係

數。 

 

擲骰子問題 
連續投擲一顆骰子，並且持續地將每

次投擲所得的點數相加；假設 na 代表點數

總和為 n 的可能投擲順序有幾種。舉例來

說， 84 =a ，因為點數總和為 4 的可能投擲

順序有以下八種： 

1111 +++ ,  211 ++ ,  121 ++ , 

112 ++ ,  31+ ,  13 + ,  22 + ,  4. 

以下我們將求出數列 K,,, 210 aaa 的生成函

數。 

如果原來的題目限制骰子只能投擲一

次，那麼數列 K,,, 210 aaa 的生成函數顯然

將是 )( 65432 xxxxxx +++++ ，因為投出

由 1 至 6 各點數的方法分別都只有一種。

如果原來的題目中限制骰子須投擲不多不

少正好兩次呢？此時求 na 的值相當於求 

nee =+ 21 , 61 ≤≤ ie  

的解有幾組，因此數列 K,,, 210 aaa 的生成

函數將是 265432 )( xxxxxx +++++ 。依此

類推，對任意非負整數 k ，如果原來的題目

中限制骰子必須投擲不多不少正好 k 次，數

列 K,,, 210 aaa 的 生 成 函 數 都 將 是

kxxxxxx )( 65432 +++++ ；然而我們原來

的題目對投擲次數並沒有任何限制，因此

點數總和為 n 有可能是經過一次、兩次、
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三次、……投擲後的結果，由此可知原來問

題中的數列 K,,, 210 aaa 的生成函數應為 

+++++++ )(1 65432 xxxxxx  

++++++ 265432 )( xxxxxx  

L++++++ 365432 )( xxxxxx  

也就是 

∑
∞

=
+++++

0

65432 )(
k

kxxxxxx . 

這又可簡潔地表為 

)(1
1

65432 xxxxxx +++++−
. 

附帶一提，對任意正整數 n，我們也可

以利用遞迴關係來求得 na 的值。由於最後

一次投擲的點數介於 1 到 6 之間（含 1 和

6），因此如果經過若干次投擲後的點數總

和為 n，那麼在最後一次投擲前的點數總和

必定是 1−n , 2−n , 3−n , 4−n , 5−n , 6−n

等六數之一，由此可得如下遞迴關係： 

654321 −−−−−− +++++= nnnnnnn aaaaaaa  

只 要 再 配 合 適 當 的 初 始 條 件 （ 例 如 0a , 

1a , 2a , 3a , 4a , 5a 的值），對任意正整數 n，

我們都能推算出 na 的值。事實上，由數列

K,,, 210 aaa 的遞迴定義我們也能導出本題

的生成函數（見參考資料[1]）。 

 

展開式中的係數 
雖然一個數列的生成函數隱含著數列

的所有資訊，不過要由生成函數實際求出

數列某特定項的值（或是求出數列的一般

式）的工作卻未必容易；這類工作常可藉

助部分分式（partial fractions）和一些與二

項式定理（binomial theorem）有關的恆等

式來達成。以下列出了幾個這方面較常用

的恆等式： 
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x
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（4） ∑
∞
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 −+
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− 0

1
)1(

1

k

k
n x

k
kn

x
 

（5） n
n

xxx
x

x ++++=
−

− +
L2

1
1

1
1  

（6）若 )()()( xgxfxh = ，其中 ∑
∞

=
=

0
)(

k

k
k xaxf  

且 ∑
∞

=
=

0
)(

k

k
k xbxg ，則 

)(xh +++= xbababa )( 011000  

L+++ 2
021120 )( xbababa  

∑ ∑
∞

= =
− 







=

0 0k

k
k

i
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接下來我們看幾個實際的例子。 

 

例題一： 

某 數 列 K,,, 210 aaa 的 生 成 函 數 為

5432 )( L+++ xxx ，以下我們將設法求出

其展開式中 16x 的係數（也就是 16a 的值）。

由於 
2 3 4 5 2 2 5( ) [ (1 )]x x x x x x+ + + = + + +L L

5210 )1( L+++= xxx  

5

10

)1( x
x
−

=  

因此所求為 5)1( −− x 的展開式中 61016 xx =−
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的係數，由(4)式可知其為 

210
6
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6

165 =
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

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
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
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而數列 K,,, 210 aaa 的一般式為 
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n
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n
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例題二： 

某 數 列 K,,, 210 aaa 的 生 成 函 數 為

)1()1( 519 xxx +++ ，我們將設法求出其展開

式中 15x 的係數。 

此生成函數可看成是兩個函數 )(xf 和

)(xg 的乘積，其中 

∑
=









=+=

19

0

19 19
)1()(

k

kx
k

xxf  

而 51)( xxxg ++= 。如果我們令 ka 與 kb 分別

為 )(xf 與 )(xg 中 kx 的係數，那麼 







=

k
ak

19  且 1510 === bbb  

而其他 kb 的值為 0。由(6)式可知我們所求

的 15x 的係數等於 

015132141150 babababa ++++ L  

把等於 0 的項拿掉後剩下 

015114510 bababa ++  

其值為 


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例題三： 

求出 62102 )1)(1( LL +++++++ xxxxx

的展開式中 25x 的係數。 

由於 

62102 )1)(1( LL +++++++ xxxxx  
7

11
611

1
1)1(

1
1

1
1
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x
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我們可令 )1()( 11xxf −= 且 7)1()( −−= xxg ；如

果 ka 與 kb 分 別 是 )(xf 與 )(xg 中 kx 的 係

數，那麼 10 =a , 111 −=a （其他 ka 的值為 0），

且 







 −+=

k
kbk

17 . 

而 )()( xgxf 中 25x 的係數等於 

1411250

25

0
25 bababa

i
ii +=∑

=
−  

其值為 


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

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

14
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31 . 

 

例題四： 

求 出 765432 )( xxxxx ++++ 的 展 開 式

中 25x 的係數。 

由於 
765432 )( xxxxx ++++  

74322 )]1([ xxxxx ++++=  

743214 )1( xxxxx ++++=  

因此我們相當於希望求出 111425 xx =− 在 

7432 )1( xxxx ++++
75

1
1










−
−=

x
x  

775 )1()1( −−−= xx  

的 展 開 式 中 的 係 數 。 仿 照 前 例 ， 令

75 )1()( xxf −= 且 7)1()( −−= xxg ；如果 ka 與

kb 分別是 )(xf 與 )(xg 中 kx 的係數，那麼 

k
k k

a )1(7
5 −






=  （其他 ka 的值為 0） 
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且 


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k
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17  

因此 )()( xgxf 的展開式中 11x 的係數為 

11065110
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0
11 babababa

i
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=
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其值為 
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接下來我們再看生成函數在計數問題

的幾個應用。 

 

多項式的個數 
多項式 )(xp 的每一項的係數都是小於

4 的非負整數（即屬於集合 }3 ,2 ,1 ,0{ ），而

且 np =)2( 。對任意非負整數 n，這樣的多

項式 )(xp 總共有幾個？ 

如果 

L++++= 3
3

2
210)( xbxbxbbxp  

那麼由 np =)2( 可知 

nbbbb =++++ L3210 842  

因此我們相當於希望得知上式有幾組解，

其中 }3 ,2 ,1 ,0{∈ib 。 

假設 na 代表上式有多少組解，那麼數

列 K,,, 210 aaa 的生成函數為 

)1)(1( 64232 xxxxxx ++++++  

L)1)(1( 241681284 xxxxxx ++++++⋅  

也就是 

L8

64

4

16

2

84

1
1

1
1

1
1

1
1

x
x

x
x

x
x

x
x

−
−⋅

−
−⋅

−
−⋅

−
−  

22 )1)(1(
1

)1)(1(
1

xxxx −+
=

−−
=  

利用部分分式可將上式寫為 

2)1(2
1

)1(4
1

)1(4
1

xxx −
+

−
+

+
 

22 )1(2
1

)1(2
1

xx −
+

−
=  










−
+

−
= 22 )1(

1
1

1
2
1

xx
 









++= ∑∑

∞

=

∞

= 00

2 )1(
2
1

k

k

k

k xkx  

[ ])321()1(
2
1 242 LL +++++++= xxxx  

L++++++= 5432 33221 xxxxx  

0
1

2
k

k

k x
∞

=

  = +    
∑  

（對任意實數 x，  x 的值為所有小於或等

於 x 的整數中最大的整數。） 

因此，對任意非負整數 n，符合要求的

多項式總共有   12/ +n 個。 

雖然利用與二項式定理有關的恆等式

在許多時候可以求出生成函數中的係數，

不過還是有些場合並不能（或者很難）單

純地只靠這些恆等式將係數求出；以下我

們 介 紹 兩 個 利 用 其 他 方 式 求 出 係 數 的 例

子。 

 

找零錢問題 
某個國家發行的硬幣有 1 元、5 元、10

元、50 元等四種。如果某人擁有這四種硬

幣各無窮多枚，他有幾種方法可湊出 60

元？ 

對任意非負整數 n，求湊出 n 元的方法

數相當於求下式 

n
xn 

n=0
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neeee =+++ 4321  

有多少組解，其中 

}3, ,2 ,1 ,0{1 K∈e , },51 ,01 ,5 ,0{2 K∈e , 

}30, ,02 ,10 ,0{3 K∈e , },001 ,50 ,0{4 K∈e . 

如果湊出 n 元的方法有 nD 種，那麼數

列 K,,, 210 DDD 的生成函數為 

)1)(1( 1510532 LL ++++++++ xxxxxx  

)1)(1( 10050302010 LL +++++++⋅ xxxxx  

這可簡潔地表為 

)1)(1)(1)(1(
1

50105 xxxx −−−−
. 

上 式 的 展 開 式 中 60x 的 係 數 是 多 少

呢？如果 

∑
∞

=
=

− 01
1

k

k
k xA

x
 

∑
∞

=
=

−− 0
5 )1)(1(

1

k

k
k xB

xx
 

∑
∞

=
=

−−− 0
105 )1)(1)(1(

1

k

k
k xC

xxx
 

∑
∞

=
=

−−−− 0
50105 )1)(1)(1)(1(

1

k

k
k xD

xxxx
 

那麼由於 

∑
∞

=0k

k
k xA  









−= ∑

∞

=0

5 )1(
k

k
k xBx  

 ∑∑
∞

=

+
∞

=
−=

0

5

0 k

k
k

k

k
k xBxB  

因此下面的遞迴關係成立： 

5−−= kkk BBA  

也就是 

5−+= kkk BAB  

依此類推，我們又可得 

50

10

−

−

+=
+=

kkk

kkk

DCD
CBC

 

等。由於當 K,2 ,1 ,0=k 時， kA 的值都是 1，

而當 0<k 時， 0==== kkkk DCBA ，有了

這 些 初 始 條 件 ， 對 任 意 非 負 整 數 k ，

kkk DCB ,, 的值都可求出；例如 

,101500 =+=+= −BAB  

,101411 =+=+= −BAB  

M  
211055 =+=+= BAB  

等；當數列 kB 已算出的項數多到一個地

步即可開始算出 K,,, 210 CCC 的值，而當數

列 kC 已算出的項數多到一個地步即可開

始算出 K,,, 210 DDD 的值。 

我們的問題希望求得 60D 的值。由於

106060 DCD += ，因此在 5910 ,,, DDD K 諸項

中我們其實只用得上 10D 的值，其他項並不

須求出；同理，由於 506060 CBC += ，因此

並不是 5910 ,,, CCC K 的每一項都用得到；透

過這種事前的規劃，我們可以省下許多不

必要的計算。下表顯示了算出 60D 過程中所

用到的各項的值： 

n

nB

nC

nD

0 20155 10 4540353025 50
1 542 3 109876 11

4
1 94 2516 36

55 60
1312
49
53

 

因此湊出 60 元的方法總共有 53 種。 

 

整數的表示法 
對任意非負整數 n，將 n 表為二進位數

的方法只有一種（見練習題 1），不過如果

我們允許每個位數可以是 0 或 1 或 2，也就

是將 n 表為： 

L+⋅+⋅+⋅+= 3
3

2
210 222 bbbbn  
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其中 

20 ≤≤ ib  

那麼方法就可能有不止一種；例如當 6=n

時總共有三種表示法： 

21

21

21

20222
21202
212106

⋅+⋅+=
⋅+⋅+=
⋅+⋅+=

 

假設 na 代表將 n 用上述方式表示的方法數

（因此 36 =a ）。請問： 2005a 的值是多少？ 

求 na 的值相當於求下式 

neee =+++ L210  

有多少組解，其中 

}22 ,21 ,20{ iii
ie ⋅⋅⋅∈  

因此，數列 K,,, 210 aaa 的生成函數為 

))((
111000 222120222120 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ++++ xxxxxx  

L)(
222 222120 ⋅⋅⋅ ++⋅ xxx  

這可簡潔地表為 

∏
∞

=

+
++

0

22 )1( 1

i

ii xx  

求出 2005x 在上式中的係數的工作用紙筆做

起來雖然相當費力，不過如果能藉助電腦

程式的話其實已不難求出答案。另外，由

於 20052048211 >= ，因此我們可以忽略上

式中 x 的指數大於 11 的項，我們只須求出 

∏
=

+
++

11

0

22 )1(
1

i

ii
xx  

的展開式中
2005x 的係數是多少即可。 

如果只靠紙筆是否真的很難求出 2005a

的值呢？不盡然；對任意正整數 n，考慮

0bn − 的值，其值顯然一定是偶數： 

0bn −  L+⋅+⋅+⋅= 3
3

2
21 222 bbb  

 )22(2 2
321 L+⋅+⋅+= bbb  

M2=  

其中的 M 也被表成了符合題目所述的形

式。 

如果 n 為奇數（ 12 += tn ）， 0b 一定是 1，

此時 Mtn 221 ==− ，因此 tM = ，而 n 的任

何一種符合題目所述的表示方式都對應到

M（即 t）的一種表示方式；反過來說也成

立，即 t 的任何一種表示方式都對應到 12 +t

的一種表示方式（因為我們只要將 t 的任何

一種表示方式的每個 2 的指數加 1 即得

t2 ，再加上 1 即得 12 +t ）。因此 12 +t 的表示

方式與 t 的表示方式之間存有映射關係

（bijection）；可知 tt aa =+12 ，也就是說，

當 n 為奇數時， 2/)1( −= nn aa 。 

如果 n 為偶數（ tn 2= ），n 的表示方式

可分為兩大類，一類是 0b 的值為 0，另一類

是 0b 的值為 2；只要我們能得知這兩大類各

有多少種表示方式，此兩數的和就是將 n

表為題目所述形式的方法數。 

如果 00 =b ，那麼 tM = ；與前面的情形

類似，此時 t2 的表示方式與 t 的表示方式

之間存有映射關係，因此 t2 的表示方法數

等於 t 的表示方法數。 

如果 20 =b ，那麼 1−= tM ，情況還是類

似，此時 t2 的表示方式與 1−t 的表示方式之

間存在著映射關係，因此 t2 的表示方法數

等於 1−t 的表示方法數。 

綜合以上分析，我們知道當 n 為奇數

時， 

2/)1( −= nn aa , 

而當 n 為偶數時， 

1)2/(2/ −+= nnn aaa . 
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有 了 這 些 遞 迴 關 係 ， 我 們 已 經 不 難 求 得

2005a 的值（配合初始條件 10 =a ）： 

2005a  5005011002 aaa +==  

 249250249250250 2][ aaaaa +=++=  

 124125124124125 32][2 aaaaa +=++=  

 6162616262 35][32 aaaaa +=++=  

 3031303031 853][5 aaaaa +=++=  

 1415141515 813][85 aaaaa +=++=  

 67677 821][813 aaaaa +=++=  

 23233 829][821 aaaaa +=++=  

 01011 837][829 aaaaa +=++=  

 4545837 000 ==+= aaa  

因此，2005 總共有 45 種表示方式。 

 

結語 
數學家 H. S. Wilf 曾經用一句話很生動

地描述了生成函數的概念：“A generating 

function is a clothesline on which we hang up 

a sequence of numbers for display.” 他寫過

一本關於生成函數的專書（參考資料[4]），

有興趣的讀者可以參考。 

生成函數用一個函數來表示一個數列

的概念雖然奇怪，卻可以用來解決許多重

要的計數問題，也常被用來求出遞迴關係

的解，是組合數學中威力相當強大的一項

工具。 

 

練習題 
以下是幾個與本文相關的問題，提供

讀者參考。 

1.試由 

L)1)(1)(1)(1(
1

1 842 xxxx
x

++++=
−

 

說明每個非負整數表為二進位數的方法是

唯一的。 

2.假設 na 代表 neeee =+++ 4321 的正整數

解有幾組，其中 2e 與 4e 須為奇數而且 4e

不能大於3。試寫出數列 K,,, 210 aaa 的生

成函數。 

3.假設 na 代表將非負整數 n 表為相異正整

數的和的方法數；例如 46 =a ，因為當

6=n 時總共有 321 ++ , 51+ , 42 + , 6 等

四種方法。試寫出數列 K,,, 210 aaa 的生

成函數。 

4.求出 5)41( −− x 的展開式中 12x 的係數。 

5.費氏數列（Fibonacci sequence）可用遞迴

的方式定義為 00 =F , 11 =F ，而當 1>n ，

12 −− += nnn FFF ；此數列的生成函數為 

21 xx
x
−−

 

也就是 

))()()(1( 32222 L+++++++ xxxxxxx  

由此導出費氏數列的一般式為 

L+






 −
+







 −
+







 −
=

2
3

1
2

0
1 nnn

Fn . 
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