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利用對差分方程式進行疊代來說明蝴蝶效應 
王立光  楊義清 

國立台東大學  自然科學教育學系 
摘   要  

本文利用疊代差分方程式的方法來描述非線性微分方程式的運動軌跡，分別考慮在

位移和動量的初始條件上具有不可觀測的微小差異。藉由這種方式，讀者可以非常輕易

地發現到，初始條件上不可觀測的微小差異在歷經長時間的疊代後會被累積成可觀測的

量。  

近 年 來 由 於 電 腦 計 算 能 力 大 幅 提

升，使得人們對於非線性系統的了解更加

地 透 徹 。 1963 年 ， 美 國 氣 象 學 家 E.N. 

Lorenz 在 研 究 兩 無 限 平 面 間 的 流 體 運 動

上 ， 首 次 明 確 地 由 確 定 性 方 程 式

（deterministic equation）得到隨機性的結

果 [1,2] 。 對 於 線 性 系 統 而 言 ， 初 始 條 件

（ initial condition） 上 的 微 小 差 異 一 般 都

只會引起運動狀態的微小差別，即是初始

條件接近的軌跡始終是接近的，由此人們

可以很容易地預測線性系統的運動。不過

非線性系統則是具有對初始條件的敏感依

賴性，即初始條件的微小差別常常使軌道

按指數形式分開。這種結果並非由外部因

素引起的，而是由確定性方程式本身所導

致的，這種具有隨機性的運動狀態就稱為

混沌（chaos）。  

讓我們以下列受驅動的 Duffing 方程

式 [2]為例：  

txxxx 2.1cos31.03.0 3 =+−+ &&& ，  (1) 

使用電腦來解此方程式。當有兩個初

始 條 件 相 差 極 小 時 ， 由 解 )(tx 隨 時 間 變 化

（圖一）和在相空間【註一】上（圖二）

的 軌 跡 可 以 發 現 到 ， 若 是 時 間 不 長 的 時

候，兩個解的差別極小，甚至還無法分辨。

但是隨著時間的增長，兩個解的差別越來

越大，而且很快就變得完全不一樣了，真

可謂是差之毫釐、失之千里。Lorenz 甚至

戲稱混沌運動對初始條件的敏感依賴性為

蝴蝶 效 應 （butterfly effect）：一 隻 蝴蝶 在

巴西拍動翅膀，可能在美國德克薩斯州引

起龍捲風！  

 
圖一   方程式 (1)的解 )(tx 在兩個不同初始

條件下隨時間變化的軌跡 [2]，其中

a 為紅線（初始條件為上方之數

據）；b 為黑線（初始條件為下方之

數據）。  
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圖二   方程式 (1)的解 )(tx 在兩個不同初始

條件下於相空間中的軌跡 [2] 

本 文 中 採 取 對 微 分 方 程 式 進 行 差 分

疊代來表現系統的運動軌跡，而不採用繪

圖的方式來表現。雖然經由數值計算的結

果可以輕易地呈現蝴蝶效應的圖象，但是

卻無法由數學公式上來呈現出蝴蝶效應現

象的發生；同時以數值方式呈現蝴蝶效應

的文章已經很多了，所以本文中希望嘗試

以代數運算的方式讓讀者體會蝴蝶效應的

產生，可以做到經由理論說明呈現蝴蝶效

應現象的發生。首先，選取一個簡單非線

性的力學系統（考慮一個非線性彈簧的系

統）  
3xkxF µ−−= ，    (2) 

其中 F 為系統所受的淨力、x 為位移、

v 為速度、k 與μ均為彈簧的彈力常數。在

系統運動方程式的表示上有兩種方式：一

種是利用 Newton 運動方程式寫出一個關

於 位 移 x的 二 階 微 分 方 程 式 ， 接 著 對 其 差

分【註二】可以得到一個差分方程式；另

一種是將 Newton 方程式分離成兩條一階

微分方程式（稱為正則方程式），再對這兩

條 方 程 式 進 行 差 方 以 得 到 兩 個 差 分 方 程

式。本文中採用第二種方法，因為這個方

法容易為讀者瞭解如何導出差分方程式。

因此，將系統的運動方程式以正則方程式

的形式寫出來為  

F
dt
dp = ，      (3) 

m
p

dt
dx = ，      (4) 

其中 p 代表的是系統的動量。若將第

(2)式代入第 (3)式後，可以得到  

3xkx
dt
dp µ−−= ，    (5) 

m
p

dt
dx = 。      (6) 

我們將上述第 (5)、(6)式表示成差分的

形式  

31
nn

nn xkx
t
pp µ−−=

∆
−+ ，   (7) 

m
p

t
xx nnn =

∆
−+1 。    (8) 

其 中 t∆ 為 進 行 疊 代 時 所 選 取 的 最 小

時間差距。再次整理可得差分方程式  

txkxpp nnnn ∆×−−+=+ )( 3
1 µ ，  (9) 

tp
m

xx nnn ∆×+=+ )1(1 。   (10) 

這裡只要先選定初始條件後，再對第

(9)、 (10)兩 式 進 行 疊 代 就 可 以 得 到 x與 p

隨時間變化的值。  

接著我們將利用這個非線性系統，說

明初始條件的不可觀察的差異可以引起運

動狀態上的可觀察的差別。選擇下列兩組

初始條件來進行討論：  
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一、微小的動量差異δp：  
考 慮 兩 個 不 同 的 初 始 條 件 ( 00 =X ，

pP =0 )和 ( 00 =X ， ppP δ+=0 )，其中δp

為微小的動量差異。這兩個初始條件的動

量間所具有的差異為 pPP δ=− 00 ，我們可

以要求這個動量差異小於可觀測的最小尺

度。經過 n 個 t∆ 時間後，再對這兩個動量

之間的差異 nn PP − 比較。  

一開始我們以（ 00 =X ， ppP δ+=0 ）

為初始條件來進行疊代，經過時間 t∆ 後，

系統的位移與動量就變成為  

tpp
m

tP
m

XX ∆+=∆×+= )(11
001 δ ，  

pptXXkPP δµ +=∆×−−+= )( 3
0001 。 

再經過時間 t∆ 後  

tpp
m

tP
m

XX ∆+=∆×+= )(21
112 δ ，  

3
2 1 1 1

3

2 2

3 4 2 4
3 3

2 4 3 4
3 3

( )

( ) ( )

3( ) ( )

3 ( ) ( ) ( ) ( )

P P kX X t
p pp p k t t t
m m

p pt t t
m m
k kp p p t p t
m m

p t p p t
m m

p p t p t
m m

µ
δδ

δµ

δ δ

µ µ δ

µ µδ δ

= + − − × ∆

 = + − ∆ + ∆ ×∆ 
 

 − ∆ + ∆ ×∆ 
 

= + − ∆ − ∆

− ∆ − ∆

− ∆ − ∆

。 

接 著 的 位 移 與 動 量 再 經 過 時 間 t∆ 後

就成為  

3 2 2

3
2

3 5
4

3
2

3
3 5

2 4

2
5

4

1

3 ( ) ( )( )

( ) ( )

3 3 ( )

( ) ( )

3 ( )

X X P t
m

kp p t p p t
m m

p p t
m
p p k pt t t
m m m
k p pt t
m m
p p t
m

δ δ

µ δ

δ

δ µ

µ δ

= + ×∆

= + ∆ − + ∆

− + ∆

= ∆ + ∆ − ∆

− ∆ − ∆

− ∆ +L

，  

3
3 2 2 2

3

2 2

3 2
4 4

3 3

2 3
4 4

3 3

( )

3

9

3 3( ) ( )

9 27( ) ( )

27 ( ) 9 ( )( ) ( )

P P kX X t
p pp p k t t
m m

p pt t t t
m m
kp k pp p t t
m m

p p pt t
m m
p p pt t
m m

µ
δδ

δµ

δδ

µ µ δ

µ δ µ δ

= + − − × ∆

 = + − ∆ + ∆ 
 

 × ∆ − ∆ + ∆ × ∆ 
 

= + − ∆ − ∆

− ∆ − ∆

− ∆ − ∆

。 

再對經過時間 t∆ 進行一次疊代，則新

的位移與動量為  

4 3 3

3
2

3 5
4

3
2

3
3 5

2 4

2
5

4

1

4 4( ) ( )( )

10 ( ) ( )

4 4 4 ( )

4 10( ) ( )

30 ( )

X X P t
m

kp p t p p t
m m

p p t
m
p p k pt t t
m m m
k p pt t
m m
p p t
m

δ δ

µ δ

δ

δ µ

µ δ

= + ×∆

= + ∆ − + ∆

− + ∆

= ∆ + ∆ − ∆

− ∆ − ∆

− ∆ +L

， 
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3
4 3 3 3

3

2
4

2

2 2

2 2
4 4

2 2

3 2
4 4

3 3

2 3
4

3 3

( )

6

36

( )( )

6 6( ) ( )

( )( ) ( )

36 108( ) ( )

108 ( ) 36 ( )( ) (

P P kX X t
p pp p k t t t
m m

p pt t t
m m

k p p t
m

k p k pp p t t
m m

k p k pt t
m m
p p pt t

m m
p p pt
m m

µ
δδ

δµ

δ

δδ

δ

µ µ δ

µ δ µ δ

= + − − × ∆

 = + − ∆ + ∆ × ∆ 
 

 − ∆ + ∆ × ∆ 
 

+ + ∆ +

= + − ∆ − ∆

+ ∆ + ∆

− ∆ − ∆

− ∆ − ∆

L

4)t +L

。 

這 兩 個 動 量 nP 與 nP 間 的 差 別 只 在 於

nP 中 是 不 會 出 現 含 有 pδ 的 項 ， 所 以 想 要

比較出動量間的差異 nn PP − ，只需觀察動

量 nP 中 含 有 pδ 的 各 個 低 階 項 之 係 數 變 化

就 可 以 得 到 。 在 動 量 nP 中 含 有 pδ 的 各 個

項 裏 ， 除 了 pδ 這 一 項 會 出 現 以 外 ， 還 有

m
tpk 2)(∆δ

、
2

42 )(
m

tpk ∆δ
、

3

42 )(
m

tpp ∆δµ
、

3

42 )()(
m

tpp ∆δµ
…等各項，我們將這些項中

較為低階項的部分整理於表一中。  

表一：動量 nP 中含有 pδ 各項的係數  

nP  

n  m
tpk 2)(∆δ  

2

42 )(
m

tpk ∆δ  
3

42 )(
m

tpp ∆δµ
3

42 )()(
m

tpp ∆δµ  
3

43 )()(
m

tp ∆δµ  

1 0 0 0 0 0 

2 -1 0 -3 -3 -1 

3 -3 0 -27 -27 -9 

4 -6 1 -108 -108 -36 

5 -10 5 -300 -300 -100 

6 -15 15 -675 -675 -225 

7 -21 35 -1323 -1323 -441 

8 -28 70 -2352 -2352 -784 

9 -36 126 -3888 -3888 -1296 

10 -45 210 -6075 -6075 -2025 

我 們 在 考 慮 最 容 易 影 響 動 量 差 異

nn PP − 值的低階項中，可以區分出兩種類

型的數項：第一類 nQ 為只含有彈力常數 k

的項（也就是說項中不可以含有 µ ），例如

m
tpk 2)(∆δ

、
2

42 )(
m

tpk ∆δ
…等各項；第二類

nR 為包含有彈力常數 µ 的項（當然項中可

以 含 有 k ）， 例 如
3

42 )(
m

tpp ∆δµ
、

3

42 )()(
m

tpp ∆δµ
… 等 各 項 。 在 我 們 要 求

0=µ 後，我們可以發現系統就回復成為線

性的，而且只剩下第一類的項 nQ 。由於線

性系統不具有蝴蝶效應，我們也可以這麼

說：這些第一類的項 nQ 是不會引起蝴蝶效
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應的，因此我們只需將注意力擺在第二類

的項 nR 即可。當然在第二類的項 nR 中，我

們 首 先 應 當 試 著 選 取 對 pδ 和 t∆ 這 兩 項 而

言是屬於最低階的那一個項來分析，也就

是先分析
3

42 )(
m

tpp ∆δµ
項的係數。因此，在

經過歸納後可得到下列關係  

nnnn RQpPP +++= δ ，   (11) 

其 中 L+∆−= 3

42 )(
m

tppAR nn
δµ

， 而

22

2
3 







 −×= nnAn 也 就 是
3

42 )(
m

tpp ∆δµ

項的係數。如果我們設定動量測量上的最

小尺度為 s
mkg ⋅−210 ，疊代上的時間間隔

為 st 210−=∆ ， 動 量 差 異 的 值 為

s
mkgp ⋅= −310δ 。由於動量差異的值小於

動量測量上的最小尺度，所以為儀器所測

量不出來。然後我們再計算出 1 秒鐘、2

秒鐘、3 秒鐘、4 秒鐘及 5 秒鐘後，此項係

數的數量級於表二中。在觀察 5 秒鐘後，

3

42 )(
m

tpp ∆δµ
項 係 數 的 數 量 級 為 10 ， 而

4)( tp ∆δ 的 數 量 級 為 -11， 雖 然 兩 部 分 相 乘

之 後
3

42 )(
m

tpp ∆δµ
項 的 數 量 級 是 -1 （ 在 這

裡，我們暫先設定 13

2

=
m
pµ

），但已經高過

於 儀 器 可 測 量 出 的 s
mkg ⋅−210 ( 數 量 級

-2)，使得動量差異變成可以觀測得到的。 

表二：不同時間下，
3

42 )(
m

tpp ∆δµ 項的係數

的數量級  

iP    

時 間  3

42 )(
m

tpp ∆δµ 係 數 的 數 量 級  

1 秒 鐘  7 

2 秒 鐘  9 

3 秒 鐘  9 

4 秒 鐘  10 

5 秒 鐘  10 

 

二、微小的位移差異 xδ ：  

再 次 選 取 兩 組 不 同 的 初 始 條 件

( xX =0 ， 00 =P )和 ( xxX δ+=0 ， 00 =P )，

其中 xδ 為微小的位移差異。在這裡，兩個

初 始 條 件 的 位 移 間 所 具 有 的 差 異 為

xXX δ=− 00 ， 同 樣 我 們 也 可 以 要 求 這 個

位移差異小於可觀測的最小尺度。  

在 經 過 tn∆ 時 間 後 ， 再 對 這 兩 組 位 移

之間的差異 nn XX − 來比較。  

一開始我們以（ xxX δ+=0 ， 00 =P ）

為初始條件來進行疊代，經過時間 t∆ 後，

系統的位移與動量就變成為  

xxtP
m

XX δ+=∆×+= 001
1

，  

3
1 0 0 0

3

( )

( ) ( )

P P kX X t
k x x t x x t

µ
δ µ δ

= + − − × ∆

= − + ∆ − + ∆
。  

再經過時間 t∆ 後  
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2 1 1

2

3 2

1

( )( )

( ) ( )

X X P t
m
kx x x x t
m

x x t
m

δ δ

µ δ

= + ×∆

= + − + ∆

− + ∆

，  

txxtxxk
tXkXPP

∆+−∆+−=

∆×−−+=
3

3
1112

)(2)(2

)(

δµδ
µ

。  

接 著 的 位 移 與 動 量 再 經 過 時 間 t∆ 後

就成為  

3 2 2

2

3 2

1

3 ( )( )

3 ( ) ( )

X X P t
m

kx x x x t
m

x x t
m

δ δ

µ δ

= + ×∆

= + − + ∆

− + ∆

，  

3
3 2 2 2

3

2
3 3 3

2
5 3

( )

3 ( ) 3 ( )
4( )( ) ( ) ( )

3 ( ) ( )

P P kX X t

k x x t x x t
k kx x t x x t
m m

x x t
m

µ
δ µ δ

µδ δ

µ δ

= + − − × ∆

= − + ∆ − + ∆

+ + ∆ + + ∆

+ + ∆ +L

。 

再對經過時間 t∆ 進行一次疊代，則新

的位移與動量為  

4 3 3

2

3 2

2
4

2

3 4
2

2
5 4

2

1

6 ( )( )

6 ( ) ( )

( )( )

4 ( ) ( )

3 ( ) ( )

X X P t
m

kx x x x t
m

x x t
m
k x x t
m
k x x t
m

x x t
m

δ δ

µ δ

δ

µ δ

µ δ

= + ×∆

= + − + ∆

− + ∆

+ + ∆

+ + ∆

+ + ∆ +L

，  

3
4 3 3 3

3

2
3 3 3

2
5 3

( )

4 ( ) 4 ( )
4 16( )( ) ( ) ( )

12 ( ) ( )

P P kX X t

k x x t x x t
k kx x t x x t
m m

x x t
m

µ
δ µ δ

µδ δ

µ δ

= + − − ×∆

= − + ∆ − + ∆

+ + ∆ + + ∆

+ + ∆ +L

 

在 此 我 們 令 初 始 條 件 為

( xxX δ+=0 ， 00 =P )進行疊代，在這兩個

位 移 nX 與 nX 間 的 差 別 只 在 於 nX 中 是 不

會出現含有 xδ 的項，所以想要比較出位移

間的差異 nn XX − ，只需觀察位移 nX 中含

有 xδ 的 各 個 低 階 項 之 係 數 變 化 就 可 以 得

到 。 在 位 移 nX 中 出 現 含 有 xδ 的 項 有

m
txk 2)(∆δ

、
2

42 )(
m
txk ∆δ

、
m

txx 22 )(∆δµ
…等

等，我們將這些項中較為低階項的部分整

理於表三中，其中最容易影響位移 nX 值的

低階項為
m

txx 22 )(∆δµ
。  

同樣地，在考慮最容易影響位移差異

nn XX − 值 的 低 階 項 中 ， 也 可 以 區 分 出 兩

種類型的數項：第一類 nY 為只含有彈力常

數 k的項（也就是說 項 中 不 可 以 含 有 µ ），

例 如
m
txk 2)(∆δ

、
2

42 )(
m
txk ∆δ

… 等 各 項 ； 第

二類 nZ 為包含有彈力常數 µ 的項（當然項

中 可 以 含 有 k ）， 例 如
m

txx 22 )(∆δµ
、

m
txx 22 )()( ∆δµ

、
2

42 )(
m

txxk ∆δµ
… 等 各 項 。

在我們要求 0=µ 後，我們可以發現系統就

回復成為線性的，而且只剩下第一類的項

nY 。由於線性系統不具有蝴蝶效應，我們
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也可以這麼說：這些第一類的項 nY 是不會

引起蝴蝶效應的，因此我們只需將注意力

擺在第二類的項 nZ 即可。當然在第二類的

項 nZ 中 ， 我 們 首 先 應 當 試 著 選 取 對 xδ 和

t∆ 這 兩 項 而 言 是 屬 於 最 低 階 的 那 一 個 項

來 分 析 ， 也 就 是 先 分 析
m

txx 22 )(∆δµ
項 的

係數。經過歸納後可以得到下列關係  

nnnn ZYxXX +++= δ ，  (12) 

 

表三：位移 nX 中各項的係數  

nX     

n  m
txk 2)(∆δ  

2

42 )(
m
txk ∆δ  

m
txx 22 )(∆δµ

m
txx 22 )()( ∆δµ  

m
tx 23 )()( ∆δµ  

1 0 0 0 0 0 

2 -1 0 -3 -3 -1 

3 -3 0 -9 -9 -3 

4 -6 1 -18 -18 -6 

5 -10 5 -30 -30 -10 

6 -15 15 -45 -45 -15 

7 -21 35 -63 -63 -21 

8 -28 70 -84 -84 -28 

9 -36 126 -108 -108 -36 

10 -45 210 -135 -135 -45 

其 中 L+∆−=
m

txxBZ nn

22 )(δµ
， 而

22

2
3 







 −×= nnBn 為
m

txx 22 )(∆δµ
項 的 係

數。如果我們設定位移測量上的最小尺度

為 cm410− ，同樣設定疊代上的 時間間隔為

st 210−=∆ ，位移差異的值為 cmx 510−=δ 。

由於位移差異的值小於位移測量上的最小

尺度，所以為儀器所測量不出來。然後我

們再計算出 1 秒鐘，5 秒鐘，10 秒鐘，20

秒鐘及 30 秒鐘後，此項係數的數量級於表

四中。  

 

 

表四：不同時間下，
m

txx 22 )(∆δµ 項的係數

的數量級  

iX    

時 間  m
txx 22 )(∆δµ 係 數 的 數 量 級  

1 秒 鐘  4 

5 秒 鐘  5 

10 秒 鐘  6 

20 秒 鐘  6 

30 秒 鐘  7 

觀察 30 秒鐘後，
m

txx 22 )(∆δµ
項係數

的 其 數 量 級 為 7 ， 而 2)( tx ∆δ 的 數 量 級 為
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-9，雖然兩部分相乘之後
m

txx 22 )(∆δµ
項的

數 量 級 是 -2 （ 在 這 裡 ， 我 們 暫 先 設 定

1
2

=
m
xµ

），但是已高過於儀器可測量出的

cm410−  (數量級 -4)，使得位移差異變成可

以觀測得到的。  

雖 然 上 述 兩 個 例 子 是 我 們 選 取 的 特

殊範例，分別地單獨考慮位移與動量上的

微小差異，嘗試著從範例中表現出在非線

性系統上若存在小於最小可量測尺度的微

小差異時，會如何被累積成為可量測的差

異；而且不論這個差異是來自於位移還是

動量，都是會造成蝴蝶效應。當然這樣的

範例還可以被列舉出非常地多個，但是我

們所選取的這兩個範例已經足以在教學上

來展示蝴蝶效應的形成。在兩個範例中的

第一類項 nQ 和 nY 是不會造成蝴蝶效應，在

本文中我們將此視為已知的常識而未加以

證明。當然這個問題的證明可以由對一簡

諧運動的解【註三】代入 ( xX =0 ， 00 =P )

和 ( xxX δ+=0 ， 00 =P )兩 個 起 始 條 件 的

結果得出來。雖然，蝴蝶效應的存在已是

不爭的事實，但是蝴蝶效應存在的證明卻

非本文的主旨，本文的重點是在於以代數

疊代的技巧展示蝴蝶效應是如何形成的。  

 

【 註 一 】： 相 空 間 就 是 考 慮 以 物 體 位 置 和 動 量 來 描

述 物 體 運 動 狀 態 所 虛 構 出 來 的 空 間；而 一 般 我 們 在

物 理 裡 所 談 的 歐 氏 空 間 是 只 考 慮 物 體 位 置 的 描 述 。 

【 註 二 】： 關 於 如 何 對 二 階 微 方 方 程 式 進 行 差 分 ，

可 以 參 閱 數 值 分 析 相 關 書 籍 。  

【 註 三 】： 即 要 求 第 (2) 式 中 0=µ 後 所 的 解

)cos(0 φ+= t
m
kXx 。  
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