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巴斯卡三角形的幾個性質 
許介彥 

大葉大學 電信工程學系 
一個魔術 

請讓我為你變一個魔術。首先，請你在紙

上將任意六個阿拉伯數字寫在同一列上（數字

可重複），例如： 

8 3 7 6 4 5  
在你寫完之後我將很快地在另一張紙上

寫下一個數字（不讓你看到是多少），然後我

請你將你所寫的六個數字由左而右兩兩相

加，將每兩個相鄰的數字的和除以 9 的餘數

寫在兩個數字的下方；以剛才的六個數字為

例，你將在第二列寫下 0 1, 4, 1, 2, 等五個數

字，因為 38 + 除以 9 的餘數為 2， 73 + 除以

9 的餘數為 1， 67 + 除以 9 的餘數為 4 等： 

2 1 4 1 0
8 3 7 6 4 5

 
接著我請你依此類推，用相同的方式由

第二列產生第三列，由第三列產生第四

列，……，直到第六列為止；第六列將只剩

一個數字（以本例而言為 7）： 

3 5 5 1
8 1 6

0 7
7

2 1 4 1 0
8 3 7 6 4 5

 
此時我向你展示我當初寫在紙上的數，

它竟然是 7，因此我老早就知道最後的數字

會是 7 了。你知道我是怎麼知道的嗎？ 

巴斯卡三角形 
以上所述是一個和數學上有名的「巴斯卡

三角形」（Pascal’s triangle）有關的魔術；下圖

顯示了巴斯卡三角形的最上面幾列（往下可無

限延伸）： 

7056 56 2828 88 11
3535 21 721 171

1520 6 11561
510 11051

14641
1331
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1
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12684 126 8436 369 91 1  

如果我們將最上面一列稱為第零列，其下

依序為第一列、第二列、……，那麼巴斯卡三

角形的第 n 列含有以下 )1( +n 個數： 
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其中 
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數學上也常將 






r
n 記作 ),( rnC 。 

由於 1),()0 ,( == nnCnC ，因此每一列的

左右兩端一定都是 1。如果我們定義當 0<r 或

nr > 時 ),( rnC 的值為 0（也就是將上圖位於

三角形區域外的空白處都視為 0，本文以下皆

採此定義），那麼巴斯卡三角形除了第零列的 1
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之外，位於其他列上的每個數都滿足下面的遞

迴關係： 
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巴斯卡三角形自古以來即吸引了眾多數

學家的目光，在它看似平淡無奇的外表下隱含

著諸多奇妙的性質，即便時至今日仍不時有新

的性質被「挖掘」出來；本文接下來將介紹巴

斯卡三角形的幾個有趣而又不難理解的性質。 

 

同一列中的公因數 
經由觀察巴斯卡三角形的最上面幾列，您

也許注意到對某些特定的 n 而言，第 n 列除了

頭尾兩端的 1 之外的其他 )1( −n 個數全部都是

n 的倍數；例如當 n 為 7 時，第七列的 7, 21, 35, 

35, 21, 7 等全都是 7 的倍數。以下我們証明當

n 為質數時必定如此。 

 

定理一： 

當 p 為質數且 pr <<0 ， ),( rpC 必是 p

的倍數。 

証明： 

1)2)(1(
)1()2)(1(
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上面的分數中，分子是 p 的倍數，但分

母卻一定不是 p 的倍數（因為分母的每個因

數都小於 p，都與 p 互質），由此可知 ),( rpC

一定是 p 的倍數。我們還可推知第 p 列除了

頭尾兩端的 1 之外的其他 )1( −p 個數的最大

公因數一定是 p（因為 ppC =)1 ,( ）。 

經由觀察巴斯卡三角形中的數，您也許還

注意到對每一列而言，除了頭尾兩端的 1 之

外，位於同一列上的任意兩數之間似乎都不會

互質，是否真的如此呢？答案是肯定的，以下

我們加以証明。 

 

定理二： 

當 3≥n 且 nji <<<0 ， ),( inC 與

),( jnC 必有大於 1 的公因數。 

証明： 

下式是一個恆等式（由組合的觀點不難說

明此式為何正確）： 
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如果 ),( inC 與 ),( jnC 互質，等號右邊的

),( ijnC − 一定會是左邊的 ),( inC 的倍數，然

而實際上 ),( ijnC − 根本就比 ),( inC 還小，因

此 ),( inC 與 ),( jnC 不可能互質。 

上面的論述其實還不完整，因為並沒有考

慮到等號兩邊有可能同時為 0，這在 jin +<

時確實會發生；不過既然巴斯卡三角形的每一

列都是左右對稱，只要我們限定 i 與 j 都不大

於  2/n 就可以將等號兩邊都是 0 的情形排除

了。（  為數學上的 floor function 慣用的記

號；對任意實數 x，  x 的值為所有小於或等於

x 的 整 數 中 最 大 的 整 數 ， 例 如

  43.4 = ,   55 = ,   53.4 −=− 等。） 

以下我們看一個相關的例題。 

 

例題： 

求出下面的數列的最大公因數： 
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解： 

由二項式定理知 
nn

n
nnn xCxCCx 22
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將 x 以 1 代入得 
n
n
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將 x 以 1− 代入則為 
n
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2
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兩式相減，得 
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如果題目所求的最大公因數為 d，由上式

可知 d 一定是 2 的某個整數次方。 

如果我們將 n 表為 qk2 ，其中的 q 為奇

數，那麼 qnnC k 122)1 ,2( +== ，因此 d 不可能

大於 12 +k 。以下我們將說明 d 其實就等於

12 +k ，也就是說，當 )12(,,5 ,3 ,1 −= nr K ， 12 +k

一定能整除 ),2( rnC ，這由下式不難得知： 









r
n2

)!2()!1(
)!12(2

)!2(!
)!2(

rnr
n

r
n

rnr
n

−−
−⋅=

−
=  









−
−

=







−
−

=
+

1
122

1
122 1

r
n

r
q

r
n

r
n k

 

由於 r 為奇數， 12 +k 一定與 r 互質，而 q 與

)1,12( −− rnC 都 是 整 數 ， 因 此 12 +k 一 定 是

),2( rnC 的因數。 

 

巴斯卡三角形中的奇數 
巴斯卡三角形的第零列有一個奇數，第一

列與第二列各有兩個奇數，第三列則有四個奇

數；如果我們由三角形的頂端一列一列往下

看，各列中的奇數個數分別是 1, 2, 2, 4, 2, 4, 4, 

8, 2, 4, 4, …，它們「似乎」都是 2 的整數次方；

本文接下來將証明的確是如此，不過我們先証

明以下定理： 

定理三： 

當 n 為偶數且 r 為奇數， ),( rnC 必為偶

數。當 n 為奇數或 r 為偶數， ),( rnC 為偶數若

且唯若     ) 2/, 2/( rnC 為偶數。 

証明： 

依 n 與 r 為奇數或偶數總共有四種可能的

組合： 

(I) n 為偶數且 r 為奇數 

(II) n 與 r 皆為偶數 

(III) n 與 r 皆為奇數 

(IV) n 為奇數且 r 為偶數 

以下我們針對各種情形分別討論。 

(I) n 為偶數且 r 為奇數 

此時的 r 一定大於 0。當 nr ≤<0 時，下

式一定成立： 
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由於 ),( rnC 等於 n（一個偶數）除以 r（一

個奇數）再乘以 )1,1( −− rnC （一個整數），因

此 ),( rnC 必為偶數。 

(II) n 與 r 皆為偶數 

當 0>r 時， 
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上式分子的 )1(,),3(),1( +−−− rnnn K 等

數及分母的 1 ,),3(),1( K−− rr 等數都是奇數；

由於我們的目標是要判斷 ),( rnC 是否為偶

數，因此所須在意的只是分子與分母中的偶數

（更明確地說，我們須在意的是分子中的因數

2 是否會全部與分母中的 2 抵消），至於式子中
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的奇數則無關大局，不妨先將它們剔除，因此

),( rnC 為偶數若且唯若 

2)4)(2(
)2()4)(2(
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為偶數；此分數的分子與分母各有 2/r 個

偶數相乘，將分子與分母中的各項都除以 2 得 
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這 其 實 就 是 )2/,2/( rnC ， 也 就 是

    ) 2/, 2/( rnC （ 因 為 2/n 與 2/r 都 是 整

數），因此當 n 與 r 皆為偶數（且 0>r ）時，

),( rnC 為偶數若且唯若     ) 2/, 2/( rnC 為偶

數；此說法在 r 為 0 時其實也成立，因為當

0=r ，     1) 2/, 2/(),( == rnCrnC 。 

(III) n 與 r 皆為奇數 

再次利用下式： 
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由於 n 與 r 皆為奇數，因此 ),( rnC 為偶數若且

唯若 )1,1( −− rnC 為偶數；此時的 )1( −n 和

)1( −r 都是偶數，因此這其實回到了我們剛看

過的情形(II)，所以 )1,1( −− rnC 為偶數若且唯

若 )2/)1(,2/)1(( −− rnC 為偶數；又由於對任

意奇數 k 而言，  2/k 必等於 2/)1( −k ，因此

當 n 與 r 皆為奇數時， ),( rnC 為偶數若且唯若

    ) 2/, 2/( rnC 為偶數。 

(IV) n 為奇數且 r 為偶數 

此時的 n 一定不等於 r；將 ),( rnC 表為分

式並將分子與分母同時乘以 )( rn − ，得 
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既然 n 與 )( rn − 都是奇數， ),( rnC 為偶數若且

唯若 ),1( rnC − 為偶數，而此時的 )1( −n 和 r

都是偶數，因此又回到了情形(II)；由於此時

   2/2/)1( nn =− ， 因 此 我 們 同 樣 得 到

),( rnC 為偶數若且唯若     ) 2/, 2/( rnC 為偶

數的結論。 

既然我們已經考慮過 n 與 r 所有四種可能

的奇偶組合，定理三的証明於焉完成。 

 

判別奇偶的演算法 

定理三提供了我們一個可以不用實際算

出 ),( rnC 就能判斷 ),( rnC 是奇數或偶數的方

法：如果 n 為偶數且 r 為奇數， ),( rnC 一定是

偶數，否則依     ) 2/, 2/( rnC 是奇數或偶數而

定；如果  2/n 為偶數且  2/r 為奇數，則

    ) 2/, 2/( rnC 為 偶 數 （ 因 此 ),( rnC 為 偶

數），否則依 

      ) 2/2/  , 2/2/ ( rnC  

是奇數或偶數而定；如果   2/2/ n 為偶數且

  2/2/ r 為奇數，則 ),( rnC 為偶數，否則依 

        ) 2/2/2/   , 2/2/2/  ( rnC  

是奇數或偶數而定；……，只要我們在某個步

驟能確定 ),( rnC 是偶數，判斷過程即告終止，

而如果我們一直無法作出 ),( rnC 是偶數的判

斷，由於數字會越來越小，我們終將面臨須決

定 )0 ,0(C 是奇數或偶數的工作，而這是很簡單

的，因為 1)0 ,0( =C 為奇數。 

上述判斷過程可以簡潔地表達成以下的
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遞迴演算法： 

OddOrEven(n, r)
      if  n = r = 0
            return 「答案為奇數」

      else if  n 為偶數且 r 為奇數

            return 「答案為偶數」

      else
            return OddOrEven(            ,           ) 2/n  2/r

 

 

與二進制的關係 
上述演算法雖然可行，不過判斷過程有可

能須歷經好幾個階段才能得出結果；以下我們

將說明：如果我們在開始判斷之前先將 n 與 r

表為二進位數，其實一眼就能看出 ),( rnC 是奇

數或偶數。 

首先，我們注意到對任意非負整數 k，如

果 k 被表成了二進位數，我們可以由 k 的個位

數很快地判斷出 k 是偶數或奇數：0 為偶數，1

則是奇數；另外，當 k 被表為二進位數時，將

k 的個位數刪去（不管是 0 或是 1）的結果一定

就等於  2/k 。 

有了上述認識後，如果我們將 n 與 r 表為

二進位數，那麼前面的遞迴演算法中要判斷是

否「n 為偶數且 r 為奇數」其實只須觀察 n 與 r

的個位數是否分別為 0 和 1 即可；如果不是，

我們接著要判斷     ) 2/, 2/( rnC 是否為偶數

時只須觀察  2/n 與  2/r 的個位數（也就是 n

與 r 的倒數第二位數）是否分別為 0 和 1 即可；

如果不是，我們接著觀察 n 與 r 的倒數第三位

數是否分別為 0 和 1；如果不是，我們接著觀

察 n 與 r 的倒數第四位數是否分別為 0 和

1，……。因此，表為二進位數後的 n 與 r 有任

何一個位數分別為 0 和 1 若且唯若 ),( rnC 為偶

數。 

舉例來說， 210101143 = ， 21001018 = ，

由於這兩個二進位數的倒數第五位數分別為 0

和 1： 

43 = 1 0 1 0 1 1 
18 = 1 0 0 1 0 

因此 )18 ,43(C 一定是偶數。 

 

某一列中的奇數個數 
有了以上準備工作，我們終於可以回到我

們先前要探討的問題：巴斯卡三角形的第 n 列

中有多少個奇數？如果 ),( rnC 的 n 與 r 都被表

成了二進位數，這個問題相當於：第 n 列中，

n 與 r 沒有任何一個位數分別為 0 和 1 的 r 有

幾個？也就是說，每當 n 的某位數為 0，r 的同

一位數也必是 0 的 r 有幾個？ 

如果 ),( rnC 是奇數，每當 n 的某位數為

0，r 的同一位數一定是 0，但是當 n 的某位數

為 1 時，r 的同一位數可以是 0 或 1，因此 n

的每一個 1 都對應到兩個可能的 r 值；我們由

此推知，如果 )(nd 代表被表為二進位數後的 n

所含 1 的個數，那麼巴斯卡三角形的第 n 列中

的奇數個數必為 )(2 nd ；正如我們之前所言，一

定是 2 的某個整數次方。 

舉例來說，巴斯卡三角形的第 18 列一定

含有正好 422 = 個奇數，因為 21001018 = 含有

兩個 1；我們甚至能很快地指出是哪四個 r，它

們 分 別 是 0000002 = , 2000102 = , 

16100002 = 及 18100102 = ，對應到第 18 列中

的 )0 ,18(C , )2 ,18(C , )16 ,18(C , )18 ,18(C 等四

個數。 
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請讀者留意「當 n 的某位數為 0，r 的同

一位數也必是 0」的另一個說法是「當 r 的某

位數為 1，n 的同一位數也必是 1」，因此 ),( rnC

為奇數若且唯若 r 為 1 之處 n 也為 1，這通常

稱為 Lucas’ theorem，因法國數學家 Édouard 

Lucas（1842−1891）而得名；數學上著名的河

內塔問題也是由這位數學家提出的（事實上，

河內塔問題與巴斯卡三角形中的奇數間存在

著有趣的關連，本文暫不討論）。 

如果我們將巴斯卡三角形中的每個奇數

以一個小黑格表示，每個偶數以一個小白格表

示，所得的圖形將具有相當美妙的結構；下圖

所示為巴斯卡三角形的最上面 64 列（第零列

至第 63 列）所對應的圖形： 

 

此 圖 與 數 學 上 一 個 稱 為 Sierpinski 

triangle（或稱 Sierpinski gasket）的碎形相當

類似。如果我們將一個正三角形的內部塗成

黑色，然後將各邊中點連線所形成的三角形

「挖掉」，並將類似的動作對剩下的三角形重

複無窮多次，所得即為 Sierpinski triangle；

下圖所示為最初幾個步驟所得的結果： 

 

當上述動作重複了無窮多次後，黑色部

份的面積將趨近於 0（不難証明）；因此如果

我們從巴斯卡三角形中隨機選出一數，該數

為奇數的機率幾乎等於 0。 

 

Lucas 定理 
上面的討論將巴斯卡三角形中的數分成

了奇數與偶數兩大類，以算術的觀點來看，這

相當於是將巴斯卡三角形中的數依除以 2 的餘

數是 1 或 0 分成兩類；由於 

0
1
0

=







 且 1

0
0

0
1

1
1

=







=








=








 

如果我們將 n 與 r 分別表為二進位數： 

2011

2011

)(
)(

bbbbr
aaaan

mm

mm

L

L

−

−

=
=

 

（ 2,0 <≤ ii ba ），那麼當 n 與 r 有任何一個位

數分別為 0 和 1（ ),( rnC 為偶數）時， 

2)  (mod    
0









Π
= i

i
m

i b
a

 

必為 0，否則一定為 1，因此下式成立： 

2)  (mod    
0









≡








Π
= i

i
m

i b
a

r
n

. 

一般而言，對任意質數 p，如果我們將 n

與 r 分別表為「p 進位數」： 

pmm

pmm

bbbbr
aaaan

)(
)(

011

011

L

L

−

−

=
=

 

（ pba ii <≤ ,0 ），那麼下式一定成立： 

)  (mod    
0

p
b
a

r
n

i

i
m

i








≡








Π
=

. 

這可說是一般化的 Lucas’ theorem；以下是此定

理的一個簡要的証明。 

首先，我們注意由於 

n 0101 )()( apaaaaa pmpm +⋅== LL  

  0/ appn +⋅=  
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且 

  0/ bpprr +⋅=  

只要我們能夠証明 

 
 

)  (mod     
/
/

0

0 p
b
a

pr
pn

r
n

















≡








 

剩下的工作由歸納法即可完成（讀者不難

看出定理三就是此式在 2=p 時的特例）。 

我們在前面的定理一看過，對任意質數

p，巴斯卡三角形的第 p 列中除了頭尾兩端的 1

之外的每個數一定都是 p 的倍數，因此對任意

整數 x， 

)  (mod   1)1( pxx pp +≡+  

一定成立。對模 p 而言， 
nx)1( +    0)1()1( / apnp xx ++=  

   0)1()1( / apnp xx ++≡  
   




















⋅











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


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


= ∑∑

==

0

0

0
/

0

/ a

j

j
pn

i

pi x
j

a
x

i
pn

上式左右兩邊的 rx 的係數對模 p 而言一定同

餘，其中左邊的 rx 的係數為 ),( rnC ，而由於 0a

和 0b 都小於 p ，右邊的 rx （   0/ bprpx += ）一

定 是 由  prpx / 與 0bx 相 乘 而 得 （ 即 發 生 於

 pri /= 且 0bj = 時），因此我們有了 

 
 

)  (mod     
/
/

0

0 p
b
a

pr
pn

r
n

















≡








 

的結論。 

舉個例子。假設我們想知道 )159 ,216(C 除

以 7 的 餘 數 是 多 少 ； 由 於 7426216 = 且

7315159 = ，我們可以由上述定理很快算出答

案為 6： 









159
216

 







⋅







⋅







≡

5
6

1
2

3
4

 

 7)  (mod    6624 ≡⋅⋅≡  

由模 2 推廣至模 n 的觀念也可以應用到我

們前面利用小黑格和小白格組成的三角形圖

案中；下面幾個圖是當 n 分別為 3、4、5、6、

7、9 時的圖形，其中的小白格與小黑格分別對

應到巴斯卡三角形中與 0 同餘及不與 0 同餘的

數的位置；讀者不難看出其中許多圖形同樣隱

含著遞迴的概念。 

mod  3 mod  4  

mod  5 mod  6  

mod  7 mod  9  
如果讀者熟悉程式設計的話不難利用電

腦畫出當模為其他數時的圖形，甚至可以在圖

形中使用更多顏色，例如當模為 3 時可以將除

以 3 的餘數為 0、1、2 的數分別以三種顏色來

顯示；只要搭配得宜，這類圖形看起來常令人

賞心悅目，您甚至可能從圖形的觀察中推測出

巴斯卡三角形的更多不為人知的性質。 
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練習題 
以下是幾個與本文相關的問題，提供讀者

參考。 

1.說明為什麼巴斯卡三角形的第 12 −n 列一定

全為奇數，而第 n2 列除了頭尾兩端的 1 之外

一定全為偶數。 

2.求証：對任意正整數 n， )0 ,(nC , )1 ,(nC , 

  ) 2/,(,),2 ,( nnCnC K 為嚴格遞增數列。 

3. 利 用 巴 斯 卡 三 角 形 ： (1) 說 明 為 什 麼

14641114 = 。(2)將 104060401 作質因數分

解。 

4.求証：對任意大於 1 的奇數 n，數列 









1
n

, 







2
n

, 







3
n

,K , 







− 2/)1(n
n

 

中的奇數個數必為奇數。 

5.求証：對任意質數 p， ),2( ppC 除以 2p 的餘

數必為 2。（提示：利用 Vandermonde’s identity

將 ),( pppC + 展開） 

6.以下是一個與巴斯卡三角形的構造類似的三

角形，它的兩條「腰」不是全由 1 組成而是

由 1, 2, 3, 4, 5, …依序遞增： 

1
22

3 3
44 77

4

115 1411 5
 

如果我們將此三角形的第 n 列由左邊算起的

第 r 個數記作 ),( rnD （假設列的編號及同一

列 中 位 置 的 編 號 都 是 由 1 算 起 ）， 那 麼

nnnDnD == ),()1 ,( ，而且對介於 1 與 n 之

間的 r 而言， 

)1,1(),1(),( −−+−= rnDrnDrnD  

試求出 ),( rnD 的通式。 

7.以下的三角形中，除了最上面一列外，其他

列上的每一個數都是該數的上一列的相鄰兩

數之差。請問：此三角形最底端的數是多少？ 

12
1

12
1

3
1

2
1

6
1

2
1

3
1

4
1

1
2003

1
2004

1

20042003
1
⋅

 

8.以下的三角形中，除了最頂端的 1 外，其他

列上的每一個數都是該數正上方的數與其左

右兩邊的數的和（亦即上一列的連續三數之

和，空白處當作是 0）： 

1916 16 1010 4 11 4
67 3 161 3

1231 2

1
11 1

 
試証：除了最上面的兩列外，此三角形的

每一列都有偶數。 

 

結語 
巴斯卡三角形中的數常被稱為「二項式係

數」（binomial coefficients），因它們出現於二項

式定理中而得名。 

將 1=x 代入 nx)1( + 的展開式可知巴斯卡

三角形的第 n 列的 )1( +n 個數的和為 n2 ；當 n

為質數時我們又知道第 n 列除了頭尾兩端的 1

之外的其他數都是 n 的倍數，因此第 n 列的

)1( +n 個數之和必定是 n 的某個倍數加 2，也

就是對任意質數 p， 22 −p 必為 p 的倍數，這
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其實是費瑪小定理（Fermat’s little theorem）的

一個特例。 

在本文結束前讓我們回頭看看本文一開

始提及的魔術；這個魔術不見得要從六個數開

始，以下我們先看由四個數開始的情形。假設

最初的四數為 DCBA ,,, ；如果在各階段先不

做除以 9 取餘數的動作，整個計算過程將如下： 

A+3B+3C+D

A+2B+C B+2C+D

A+B B+C C+D

A DCB

 
因此這個魔術最後一列的數一定會等於

DCBA ,,, 分別乘以 )1 ,3 ,3 ,1( 後全部相加再除

以 9 的餘數，而 )1 ,3 ,3 ,1( 正是巴斯卡三角形的

第三列；這當然並非偶然，讀者不難看出如果

此魔術是從 n 個數開始，最後一列的數一定會

是一開始的 n 個數分別乘上巴斯卡三角形的第

)1( −n 列的 n 個數後全部相加再除以 9 的餘

數。 

以本文一開始的 8, 3, 7, 6, 4, 5 六數為例，

最後一列的數將是它們分別乘上 1, 5, 10, 10, 5, 

1 後全部相加再除以 9 的餘數；由於我們在意

的只是除以 9 的餘數，因此計算過程中所有的

數都可以用除以 9 之後的餘數（或是對模 9 而

言同餘的數）取代；以本例而言，我們很快就

能算出（甚至用心算）最後的數字為 

9)  (mod   7
526231

15  54  16  17  53  18

≡
+++−−−≡

×+×+×+×+×+×
 

讀者不難看出這個魔術中的 9 其實並無特

殊之處，即使是除以 8、除以 3 或是除以任何

其他數此魔術都依然可行，只是數字恰當的話

算起來較快而已。舉個例子，如果在一開始我

請你將任意八個阿拉伯數字寫在同一列上，而

且在計算過程中對所有的數做除以 7 取餘數的

動作，那麼我不須具備任何特殊的心算技巧就

一定能在看到你所寫的八個數之後的半秒鐘

內知道最後一列的數字會是多少；既然你已經

看完了這篇文章，你一定知道我是怎麼知道的

了。 
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