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臺北市九十三學年度高級中學數學及自然科

能力競賽數學科複賽試題及參考解答 
國立臺灣師範大學 數學系 

《試題部分》 
一、筆試（一） 

【問題一】：給定一矩形 ABCD 以及分別在邊

BC 上、邊 CD 上的各一點 E、F。設△ABE、

△AEF 與△AFD 的面積分別為α 、 β 與γ 。 

(1)令 aBE = ， bEC = 、 cCF = 、 dFD = ，

試以 a、b、c 與 d 表示△AEF 的面積 β 。

(5 分) 

(2)試以α、β 與γ 表示矩形 ABCD 的面積 (不

能含 a、b、c、d )。(8 分) 

【問題二】：試求出滿足下述兩方程式的所有

數對 )  ,  ( yx ，其中 0>x 而 π20 <≤ y ： 

yxyy cos4cos
4
1cos =+ ， 

yxyy sin4sin
4
1sin =− 。 (12 分) 

【問題三】： 

(1) 試 證 ： 存 在 兩 個 正 整 數 a 與 b 滿 足

10122 =− ba 。(4 分) 

(2)試求滿足下述條件的正整數 n 之最小值：

在任意 n 個 ( 2≥n ) 相異的正整數中，必

存在兩相異數 a 與 b 使得 22 ba − 是 101 的

倍數。(8 分) 

【問題四】：設△ABC 的內部有一點 D 滿足

ACBCAD ∠=∠ ，過點 D 作一直線與 AB 平

行，過頂點 B 作一直線與 AC 平行，設所作

二直線相交於點 E。在 BC 上選取一點 F 使得

ACBDFE ∠=∠ 且點 F 與點 E 在直線 AD 的異

側。試證：△ABC 的外接圓與△DEF 的外接

圓相切。(12 分) 

 

二、筆試（二） 

1.在實驗室做球的反彈試驗，當乒乓球從 60

公分高的地方自然落下，第一次反彈的高

度為 48 公分，接下來都是以相同的比例反

彈。試問在第  ( 一 )  次反彈後，其高度

會 低 於 6 公 分 。 ( ⋅⋅⋅= 3010.02log ，

⋅⋅⋅= 4771.03log 。) 

2.已知
5
4)

4
sin( −=+απ ，其中

2
3

4
5 παπ << ，

則 =+ )2
4

 cos( απ   ( 二 )  。 

3.試寫出滿足方程組 
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CBA
的 所 有 正 整 數 組

)   ,   ,  ( CBA ：  ( 三 )  。 

4. 在 △ ABC 與 △ DEF 中 ， DEAB = 、

2=AC 、 5=DF 、 o180=∠+∠ EB 且 
o120=∠+∠ FC ，則 

=+ EFBC   ( 四 )  。 

5. 設 o45=∠ BAC ， 而 X 為 其 內 部 一 點 且
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6=AX ，在射線 AB 與射線 AC 上分別取異

於角頂 A 的一點 Y 與 Z，並使 X、Y、Z 三

點不共線，則△XYZ 的周長之最小值為 

  ( 五 )  。 

6. 滿 足 151 ≤≤<≤≤ dcba 的 整 數 組

)  ,  ,  ,  ( dcba 共有  ( 六 )  組。。 

7.若下列二拋物線的兩交點的連線通過原

點 ， 則 兩 交 點 坐 標 為   ( 七  )  。

axy += 2 ， 342 ++−= xxy 。 

 

《參考解答》 
一、筆試（一） 

【問題一】解： 

(1)因為矩形 ABCD 的面積為 ))(( dcba ++ ，△

ABE、△CEF 與△AFD 的面積分別為

2)( dca + 、 2bc 與 2)( bad + ，所以，可

得 ( )( )a b c d+ +  

( ) 2 2 ( ) 2a c d bc d a b β= + + + + + 。 

由此可得 

)]()())((2[
2
1 badbcdcadcba +−−+−++=β

)(
2
1 bdbcac ++= 。 

(2)令 x 表示矩形 ABCD 的面積。因為 
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所以，可得 

( )( )x a b c d ac bc ad bd= + + = + + +

2 22 2ad
c d a b

α γβ β= + = + ⋅
+ + x

αγβ 42 += 。 

移項、化簡、解方程式，即得 

0422 =−− αγβ xx ， αγββ 42 +±=x 。 

因為 0>x ，所以， αγββ 42 ++=x 。∥ 

 

【問題二】解： 

將第一式乘以 ysin 、第二式乘以 ycos 、相

減，即得 

0cos4sin4cossin =+ yyyy ， 05sin =y 。 

由此得 

5
πky = ， 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 , 0=k 。 

當 k 是奇數 12 +n ( 4 , 3 , 2 , 1 , 0=n )， 

π)12(4 +=+ nyy 。因此，得 

yy cos4cos −= ， yy sin4sin = ，
4
3=x 。 

因此，在此情形中，所求數對為 

3 3 3(  ,   ) (  ,   ) , (  ,   ) , 
4 5 4 5

x y π π=

3 5 3 7 3 9(  ,   )  , (  ,   )  (  ,   )
4 5 4 5 4 5

π π π
或 。 

當 k 是偶數 n2 ( 4 , 3 , 2 , 1 , 0=n )， 

πnyy 24 =+ 。因此，得 

yy cos4cos = ， yy sin4sin −= ，
4
5=x 。 

因此，在此情形中，所求數對為 

5 5 2(  ,   ) (  ,  0 ) , (  ,   ) , 
4 4 5

x y π=

5 4 5 6 5 8(  ,   ) , (  ,   )  (  ,   )
4 5 4 5 4 5

π π π
或 。∥ 

【問題三】證：  
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(1) 因 為 101 是 質 數 ， 所 以 ， 由

101))(( =−+ baba 可 得 101=+ ba 且

1=−ba 。解得： 51=a ， 50=b 。 

(2)因為 101 是質數，所以，由 101 整除

))(( baba −+ 可知 101 整除 )( ba − 或 101

整除 )( ba + 。101 整除 )( ba − 表示將 a 與 b

分別除以 101，所得的餘數相等； 

101 整除 )( ba + 表示將 a 與 b 分別除以

101，所得的餘數之和等於 101。 

因為由 51 至 101 的五十一個正整數中，

任何兩相異數的和與差都不是 101 的倍

數，所以，滿足本題所述條件的正整數 n

必大於 51。我們將證明滿足本題所述條件

的正整數 n 之最小值為 52。 

設 5221  ,  ,  , aaa ⋅⋅⋅ 是任意 52 個相異正整

數，對每個 52 ,  , 2 , 1 ⋅⋅⋅=i ，令 ir 表示 ia 除

以 101 的餘數，又令 





≤≤−
≤≤

=
； 10051      , 101 

； 500               ,  

ii

ii
i rr

rr
s

 若

 若  

則 5221  ,  ,  , sss ⋅⋅⋅ 等 52 個整數都屬於集合

} 50 ,  , 2 , 1 , 0 { ⋅⋅⋅ 。因為此集合只有 51 個元

素，所以，依鴿籠原理知：必存在一對 i

與 j ( 521 ≤<≤ ji )使得 ji ss = 。由此進一

步得 ji rr = 或 101=+ ji rr 。不論是哪一種

情形，都可得 ))((   101 jiji rrrr −+ ， 

))((   101 jiji aaaa −+ ，亦即： 22
ji aa − 是

101 的倍數。∥ 

 

【問題四】證： 

設直線 AD 與 BE 相交於點 G。因為 AC 與 BG

平 行 ， 所 以 ， CADAGB ∠=∠ 。 再 依

ACBCAD ∠=∠ 的假設，可得 

ACBCADAGB ∠=∠=∠ 。 

B C

A

D

E
F

B C

A

D

E
F

GT  
於是，A、B、G 與 C 四點共圓。另一方面，

依 ACBDFE ∠=∠ 的假設，可得 

DGEAGBACBDFE ∠=∠=∠=∠ 。 

於是，D、E、G 與 F 四點共圓。由此可知：

△ABC 的外接圓與△DEF 的外接圓相交於點

G。 

設直線 GT 是△ABC 的外接圓過點 G 的切

線，其中點 T 與點 B、點 E 在直線 AD 的同

側。依弦切角定理，可知 BGTGAB ∠=∠ 。另

一 方 面 ， 因 為 DE 與 AB 平 行 ， 所 以 ，

GDEGAB ∠=∠ 。於是，可得 

EGTBGTGABGDE ∠=∠=∠=∠ 。 

依弦切角定理，可知直線 GT 與△DEF 的外

接圓相切於點 G。因此，△ABC 的外接圓與

△DEF 的外接圓相切於點 G。∥ 

二、筆試（二） 

(一) 11。 

(二) 31
25 2

− 。 

(三) ( 5 ,  18 , 70 ) 或 ) 77 , 6 , 01 ( 。 

(四) 19  

(五) 6 2  

(六) 2380。 

(七) ) 2 , 1 ( −− 與 ) 6 , 3 ( 。 


