
 

數學解題「數或形」的替換 
許建銘 

高雄市立龍華國中 
一、前言： 
【問題】 

(1)有一正六邊形 ，連出其中 3個不

相鄰頂點的線段，則所形成的正三角形

(如圖 1-1)面積為原正六邊形的多少

倍？ 

ABCDEF

ACE

(2)若再連接其它 3 個不相鄰頂點的線段，則

所形成另一個正六邊形 (如圖 1-3)的

面積為原正六邊形的多少倍？ 

PQRSTU

【解答】 

(1)由圖 1-2 中，可知是
2
1
倍。(2)由圖 1-4 至

圖 1-7，可知是
3
1
倍。 
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圖 1-7 

 
以上的圖解觀念，並不全然是靜態的全

等性質運用，而是蘊含一種「失而復得」的

替換歷程。圖 1-6 中的替換過程，讓人聯想

到馬戲團兩個空中飛人表演連續翻轉後，拉

緊雙手的畫面 (三組人一起交叉表演更精

彩！)。至於在教學上，如果能夠運用教具(摺

剪紙的方式也很適合)，操作示範「替換」的

過程給學生看，必然也可以提高教學成效。 

以下問題的兩種解題形式，雖是學生的

想法，但對解題或教學而言，都值得肯定和

介紹。 

 

【問題】 

如圖 1-8，求方格內 25個數的總和。 
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【解一】如圖 1-9 

∴總和= 31 ×(1+21+22+23+24) = 31×31=961 

 

 20  21  22  23  24 

21  22  23  24  25 

22  23  24  25  26 

23  24  25  26  27 

24  25  26  27  28 圖 1-8
 

 

 

 

 

 →20+21+22+23+24=31
 

 

 

 圖 1-9 
【解二】 

如圖 1-10(為了便於解說，將圖 1-8作中心順

轉 )，以 為基準值(使用「剖半」的觀

念)，並利用 的性質進行替換和

累加(也就是 2個 等於 1個 ，加上 3個

後就等於 4個 ；4個 等於 2個 ，再加

上 4個 就等於 6個 ，⋯⋯)： 

°45 42
1222 −×= aa

12 22 22
22 22 32

32 32

 
20

 21

22

23

24

25

26

27

28

2 ↓ 
     1+3=4↓ 
           2+4=6↓ 
                 3+5=8；52 
                 22+4=26↑ 
           8+3=11↑ 
     2+2=4↑  

1↑ 

 
 
 
 
 

圖 1-10  

∴總和  961196022528 04 =+=+×+= )(

等值或等量替換，是數與形的替換方式中，

基本且司空見慣的面貌。正如大家熟知拍攝

電影武打或特技場面時，常常要由「替身」

擔任演出。導演給予這些演員的任務，就是

期待他(或他們)恰到好處地接續劇中演員的

角色扮演，成功拍出符合劇情要求的效果。

同樣的理由，數與形透過適當「替身」的輔

助，可以開啟「換」然一新的局面，直接或

間接達到有效的解程安排，而且替換形式具

多樣化與多變性的本質，所以解題過程也處

處充滿著趣味和驚奇。 

 

【問題】 

黃先生以每小時 5 公里的速度，從 2 公里遠

的地方走路回家，此時他身旁的狗卻以每小

時 10公里的速度先跑回家，狗一回到家就立

即回頭，再跑到黃先生身邊，然後又立即跑

回家⋯像這樣來回跑來跑去的狗，在黃先生

回到家之時，牠一共跑了多少路程。 

【解一】 

狗第一次跑回黃先生身邊時，人與狗共走了 4

公里。因為人和狗的速度合計為 15公里，所

以狗第一次跑回黃先生身邊時，兩者都花
15
4

小時，而且狗跑
3
8
公里，人走

3
4
公里，兩者

離家的距離皆縮短
3
12)

3
42( =÷− (倍)。 

狗如此來回反覆地跑，人與狗同時回到

家時，狗一共跑了 

)(4

3
11

1
3
8

)
3
1()

3
1(

3
11

3
8 32

公里=
−

×=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++++ LL
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【解二】黃先生以每小時 5 公里的速度走 2

公里需
5
2
小時。而狗不停地跑

5
2
小時，跑的

路程共 4
5
210 =× 公里。  

第二種解法如同由人走路的時間轉換出

狗跑來跑去的時間，也就是說：從時間的角

度來看，黃先生便是這條狗的「替身」。 

 

【問題】 

設一直角△的兩股和為 23，斜邊長為 17，求

三角形面積。 

以下讓我們看看兩位教師，各自對這個

問題的解答方式(含口頭與文字解說)，以及他

們掌控「替換」技巧的不同領略程度： 

【甲師解答】 

雖然已學過方程式的許多概念，但尚未學到

如何解一元二次方程式。所以此題必須運用

兩種代表數列式，答案也可以輕鬆被解出

來。設兩股長分別為 ，  a b

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+
222 17

23

ba

ba
 

ababbaba 217232)( 22222 +=⇒++=+Q

120=⇒ ab  ，故三角形面積 60
2
1

== ab  

【乙師解答】 

設 一 股 長 x ， 另 一 股 長  

 

x−23
222 17)23( =−+ xx 289529462 2 =+−⇒ xx

0120232 =+−⇒ xx

等到學會解一元二次方程式，就可解出

x，然後就可求出兩股長與面積。不過雖然

暫時無法解出 x，還是可以求出面積的。 

Q三角形面積
2

23)23(
2
1 2xxxx −

=−=  

由  12023012023 22 =−⇒=+− xxxx

可得出三角形面積 60
2

120
2

23 2
==

−
=

xx
 

還有一種很不錯的方法，就是運用兩種

代表數列出一些等式和算式，再設法求出面

積。 

設兩股長分別為 ，  a b

Q
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+
222 17

23

ba

ba
，三角形面積 ab

2
1

=  

但如何算出 的值呢？ ab

ababbaba 217232)( 22222 +=⇒++=+Q

120=⇒ ab  

∴三角形面積 60120
2
1

2
1

=×== ab  

如果還記得四個全等直角三角形，可拼

出兩個正方形的圖形(如圖 1-11)，也可以運用

它來解這個問題。圖中小正方形的邊長為直

角三角形的斜邊長 17，大正方形的邊長就是

直角三角形的兩股和 23，所以利用簡單的面

積關係，就可算出每個直角三角形面積為：

 6042404)289529(4)1723( 22 =÷=÷−=÷−

 23

17 17

17 17
23 23 

23
圖 1-11 

 
筆者認為以上兩位教師的解答內容中，

無論是 23=+ ba ，或是 ，還是222 17=+ ba
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12023 2 =− xx ，甚至依賴圖形的觀點輔助解

題，它們都是解題者解程發展與運用時，一

個重要的「替換」形式或程序。 

 

二、本文： 

【問題一】 

已知： 3
5

1
=

+x
，求

6
1
+x
的值。 

【解一】 

3
1415313

5
1

−=⇒+=⇒=
+

xx
x  

4
3

3
4
1

6
3

14
1

6
1

==
+−

=
+x

 

【解二】 

3
46

3
153

5
1

=+⇒=+⇒=
+

xx
x  

4
3

6
1

=
+x  

 

【問題二】 

已知： 311
=−

yx
，求

yxyx
yxyx

−−
−+

2
252
的值。 

【解一】 

xyyxxyxy
yx

33311
−=−⇒=−⇒=−

 

5
1

52)(
5)(2

2
252

=
−
−

=
−−
+−

=
−−
−+

xy
xy

xyyx
xyyx

yxyx
yxyx

 

【解二】 

5
1

2)3(
5)3(2

2)11(

5)11(2

2
252

=
−−
+−×

=
−−

+−
=

−−
−+

xy

xy
yxyx

yxyx  

【問題三】 

43)( 23 +−+= xxxxf  

dxcxbxa ++++++= )3()3()3( 23  

，試求 ， ， ， 之值。 a b c d

【解一】 

(1)比較等號兩邊 的係數⇒  3x 1=a

(2)由 df =− )3(  

7432727 =⇒=+++−⇒ dd  

(3)由 dcbaf +++=− )2(  

27110 =+⇒+++=⇒ cbcb  

由 dcbaf +−+−=− )4(  

14718 −=−⇒+−+−=−⇒ cbcb  

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

∴
14

2
cb
cb

6−=⇒ b ，  8=c

(4) 1=∴a ， 6−=b ， 8=c ，   7=d

【解二】 

設 3+= xy 3−=⇒ yx  

dcybyay

yyy

+++=

+−−−+−∴
23

23 4)3()3(3)3(
 

dcybyayyyy +++=++−⇒ 2323 786  

1=∴a ， 6−=b ， 8=c ，  7=d

 

【問題四】 

長方體水槽內部空間為長 16 公分，寬 11 公

分，高 30公分的大小，若將底面為邊長 4公

分的正方形，且高 25公分的長條狀鐵棒，插

至水槽底部，此時水深恰為 20 公分(如圖

2-1-(a)與圖 2-2-(a))，則(1)將鐵棒上拉至距離

水槽底部 5公分時(如圖 2-1-(b))，水面會下降

多少公分？(2)將鐵棒上拉，使露出水面的鐵

棒高度再多出 5公分時(如圖 2-2-(b))，水面會
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下降多少公分？ 

圖 2-1 

(a)           (b) 
 

 

圖 2-2 

(a)           (b) 
 

第(1)小題的兩種解法： 

【解一】 

總水量  .).(320020)41116( 2 cc=×−×=

水位 5公分以下的水量 .).(88051116 cc=××=  

23208803200 =− ，
2
1141602320 =÷  

2
1145(20 +− )  ，所以水面會下降 公

分。 

5.0= 5.0

【解二】 

80542 =× ，  16041116 2 =−×

5.016080 =÷    所以水面會下降 公分。 5.0

第一種解法是從整個水量的分布變化去思考

與計算水位的改變；第二種解法僅思考 5 公

分長的鐵棒體積替換成水時，對水位產生的

影響。而且從解題中，我們也可以了解鐵棒

上拉時，鐵棒下端距水槽底部的高度，與鐵

棒露出水面的增加高度並不相等。 

第(2)小題的兩種解法： 

【解一】 

設水面下降 x公分 

∴鐵棒下端距水槽底部的高度為 公分 )5( x−

xxxx 1601680)41116(16)5( 2 =−⇒⋅−×=⋅−  

80176 =x
11
5

176
80

==⇒ x  ，所以水面會下降

11
5
公分。 

【解二】 

將多露出水面 5 公分的鐵棒替換成(或當成)

水就可以了。 

80542 =×  ，
11
5

176
80)1611(80 ==×÷  

所以水面會下降
11
5
公分。 

 

【問題五】 

如 圖 2-3 的 ABC∆ 中 ， ACAB = ，

°=∠ 40BAD ， ADAE = ，求 的度數。 CDE∠

【解一】 

設 °=∠ xA  

2
180 °−°

=∠=∠∴=
xCBACABQ  

又
2

)40(180 °−°−°
=∠=∠∴=

xAEDADEAEAD  

°=
°

=∠−∠=∠∴ 20
2

40CAEDCDE  
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 A 

B C D

E 

°40  

圖 2-3 

 

【解二】 

想到使用 ADE∆ 的替身：全等形 EDA ′′∆ ，且

使 (如圖 2-4)。 °=′∠ 20DBA

由於 BDAFBCED ∠=′∠∴′′ //  

依 三 角 形 外 角 定 理 可 知 ：

ADEBDAFEDA ∠=°+∠=°+′∠=′′∠ 2020  

又 °+∠=∠+∠=∠ 40BCDEADEADC  

°=∠⇒ 20CDE  

B 
C 

A 

D' E'F 

°20  °20

圖 2-4 

 

 

【問題六】 

如圖 2-5 的矩形 ABCD 中，已知 12=AD ，

5=AB ，P 為 AD上任一點，且 ACPE ⊥ ，

BDPF ⊥ ，求 PFPE + 。 

A 

B 

D 

C 

P

O 
E

F
圖 2-5 

 

【解一】 

連 BP，CP (如圖 2-6) 

ACPE ⊥Q ， BDPF ⊥  

PEACAPC ××=∆∴
2
1

面積 ， 

BDPFBPD ××=∆
2
1

面積  

又 13125 22 =+== BDAC  

面積面積 )( PCDAPCACD ∆+∆=∆  

面積)( BPDAPC ∆+∆=  

PFPE ××+××=××∴ 13
2
113

2
1125

2
1  

13
60

=+⇒ PFPE  

 A

B

D 

C 

P

O
E

F
圖 2-6 

 
【解二】 

連 OP，並作 ACDG ⊥ (如圖 2-7) 

13
60

13
125

=
×

=⇒ DG  

ACPE ⊥Q ， BDPF ⊥  

DGOAAOD ××=∆∴
2
1

面積 ，  面積PDO∆

PFOD××=
2
1

， PEOAPAO ××=∆
2
1

面積  

面積面積 )( PAOPDOAOD ∆+∆=∆Q ，

ODOA =  

PFODPEOADGOA ××+××=××∴
2
1

2
1

2
1  
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13
60

==+⇒ DGPFPE  

A 

B 

D 

C 

P

O 

E 
F

G 圖 2-7 

 
【解三】 

作 PEFD ⊥′ ， ACDG ⊥ ，垂足分別為 F ′和

(如圖 2-8) G

ACFD //′⇒   DAODPF ∠=′∠∴  

又   FDPDAO ∠=∠ FDPDPF ∠=′∠∴  

°=∠=′∠ 90DFPPFDQ ， DPDP =  

面積面積 DFPPFD ∆≅′∆∴ PFFP =′⇒  

13
60

13
512
=

×
==′=′+=+∴ DGEFFPPEPFPE

 

A 

B 

D 

C 

P

O 
E 

F

F'

圖 2-8 

G

 

 

【問題七】 

如圖 2-9，求 54321 ∠+∠+∠+∠+∠ 的度數。 

 A 

B C 

D E

2 

1 

3
4 5 

圖 2-9 

 

【解一】 

如圖 2-10 

(1)連 7654 ∠+∠=∠+∠⇒BC  

(2) 54321 ∠+∠+∠+∠+∠  

76321 ∠+∠+∠+∠+∠=  

°=∠+∠+∠=
∠+∠+∠+∠+∠=

1801
)73()62(1

ACBABC
 

 

6 7

A

B C 

D E

2

1

3 
4 5 圖 2-10 

 

【解二】 

如圖 2-11 

(1)延長 BE交 AC於 F。 

(2) 654 ∠=∠+∠ ， 763 ∠=∠+∠  

(3) )54(321 ∠+∠+∠+∠+∠  

)63(216321 ∠+∠+∠+∠=∠+∠+∠+∠=  

°=∠+∠+∠= 180721  

 A

B C D

E
F 

2

1

3 
4 5 

6

7

圖 2-11 

 

【解三】 

如圖 2-12 

(1)延長 DE分別交 AB、 AC於 F、 。 G

(2) 652 ∠=∠+∠ ， 743 ∠=∠+∠  

(3) 54321 ∠+∠+∠+∠+∠  

)43()52(1 ∠+∠+∠+∠+∠=  

°=∠+∠+∠= 180761  
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 A 

B C 
D E

2 

1 

3
4 5 F 

G6 7 

圖 2-12 

 
 

【問題八】 

如圖 2-13， 與 皆為正方形，若ABCD CEFG

3=AB ，求 BDF∆ 的面積。 

 F E

G C 

D

B

A

圖 2-13 

 

【解一】 

設 aEF =  

BDF∆ 面積 

+∆= BCD( 梯形CDFG )BFG∆− 面積 

)3(
2
1)3(

2
13

2
1 2 +×−⋅++×= aaaa

2
9

=  

【解二】 

CF連 (如圖 2-14) 

FCDBDBCFCG //45 ∴°=∠=∠Q  

面積面積 BDCBDF ∆=∆⇒
2
93

2
1 2 =×=  

 F E

G C 

D

B

A
圖 2-14 

 

【問題九】 

如圖 2-15 的 與CEFG皆為矩形，且矩

形 與矩形

ABCD

ABCD DEFH 的面積相等。若

8=AB ， 6=BC ， 42=∆ 面積EHP ，求 CP。 

 

C G

D 

B 

A 

F

H

E 

P
圖 2-15 

 
【解一】 

8=ABQ ， 6=BC  ABCD∴ 面積  48=

DEFH⇒ 面積 48=  24=∆⇒ 面積DEH  

182442 =−=∆ 面積DHP  

3:418:24: ==DPDE  

令 rDE 4= ， rDP 3=  

rCP 38 −=⇒ ，
rr

EFCG 12
4
48

===  

CPDPCGADGCPADP ::~ =∴∆∆Q  

3
2)38(:312:6 =⇒−=⇒ rrr

r
 

62838 =−=−=∴ rCP  

【解二】 

8=ABQ ， 6=BC  ABCD∴ 面積  48=

DEFH⇒ 面積 48=  24=∆⇒ 面積DEH  

182442 =−=∆∴ 面積DHP  

又 18=∆=∆ 面積面積 DHPDGP  

18// =∆=∆∴ 面積面積 DGPACPCGADQ  

61824 =−=∆⇒ 面積ADP  

1:36:18: ==∴ PDCP  

6
4
38 =×=⇒ CP  
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【問題十】 

如圖 2-16 中， 為平行四邊形，ABCD PR∥

BD，求證： ABRADP ∆=∆ 面積  

面積。 

 D A 

B C 

P 

R 
圖 2-16

 
【證一】 

(1)連 BP， DR (如圖 2-17) 

(2) 為平行四邊形ABCDQ AD⇒ ∥ BR  

面積面積 DBRABR ∆=∆∴ (同底等高) 

(3) ABQ ∥ DP   面積面積 PBDADP ∆=∆∴

(4) PRQ ∥ BD    面積面積 PBDDBR ∆=∆∴

故  面積面積 ABRADP ∆=∆

D A 

B C 

P 

R 
圖 2-17

 
【證二】 

PRQ ∥ BD   
BC
BR

CD
DP

=∴  

設平行四邊形 的面積為ABCD s  

⇒
2
1

2
1

××=××=∆
BC
BRs

CD
DPsADP面積  

面積ABR∆=     面積面積 ABRADP ∆=∆∴

 

【問題十一】 

如圖 2-18中， AB和CD 兩弦交 

 C

D

B

A

P

圖 2-18 

 

於圓內點 P ，試證： =∠APC
2
1
(弧 弧

)的度數。 

+BD

AC

【證一】 

如圖 2-19 

(1)連 AD  

(2) DAAPC ∠+∠=∠Q  

又
2
1

=∠A 弧 度數，BD
2
1

=∠D 弧 度數 AC

=∠∴ APC
2
1 (弧 +BD 弧 )的度數 AC

 C

D

B

A

P

C 

D 

B

A 

E 

P 

圖 2-19 圖 2-20 

 

 

【證二】 

如圖 2-20 

(1)過 作弦D ABDE //    
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數學解題「數或形」的替換 

DAPC ∠=∠⇒ ，弧 AE 度數 =弧 度數 BD

(2)
2
1

=∠DQ 弧 度數  CAE

 
2
1

=∠∴ APC (弧 +AE 弧 )度數 AC

2
1

= (弧 +BD 弧 )度數 AC

【問題十二】 

如圖 2-21中， ，°=∠ 90C 3=AC ， 4=BC ，

若 I 為 的內心，且ABC∆ ACID // ， BCIE // ，

求 IDE∆ 的周長。 

A B 

C 

I 

ED 

圖 2-21 

 
【解一】 

作 ABCF ⊥ ， ABIH ⊥ (如圖 2-22) 

°=∠ 90CQ ， I 為 的內心 ABC∆

5
12

5
43
=

×
=∴CF ， 1

2
543
=

−+
=IH  

CABIDE ∆∆ ~Q  

IDE∆∴ 周長: 周長CAB∆ 12:5: == CFIH  

⇒ IDE∆ 的周長 5
12
5)543( =×++=  

 

A B

C 

I 

E D F H A B 

C 

I 

E D
圖 2-22 圖 2-23 

 
【解二】 

連 IA和 IB (如圖 2-23) 

IQ 為 ABC∆ 的內心  IADIAC ∠=∠∴  

又 CAID //  

DADIDIADAIDIAIAC =⇒∠=∠⇒∠=∠∴

同理可證得： EBEI =  

⇒ IDE∆ 的周長 DEEIDI ++=  

5==++= ABDEEBDA  

 

【問題十三】 

如圖 2-24 中， 為正方形，ABCD AB為半圓

弧 AB的直徑，也是四分之一弧 的半徑，

若

BD

P 為弧 上異於 和 的任一點，且BD B D

BCPM ⊥ ， PA 交弧 AB 於 ，試證：Q

PQPM = 。 

【證一】 

如圖 2-25，連 BP， BQ  

ABQ 弧是半圓  

°=∠⇒°=∠∴ 9090 PQBBQA  

PQBPMB ∠=°=∠⇒ 90  

ABPABPM ∠=∠⇒ 1//Q  

212 ∠=∠∴∠=∠⇒= ABPABAP  

又 PBPB =  PQPMPBQPBM =⇒∆≅∆∴  

 C D

B

PM

Q

A

1 2 

C D 

B

P M

Q 

A 
圖 2-24             圖 2-25 

 

【證二】 

如圖 2-26，連 BQ，作 ADPR ⊥  

ABQ 弧是半圓 °=∠∴ 90BQA  
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BQAARP ∠=°=∠⇒ 90  

QABRPAABPR ∠=∠⇒//Q  

又 ABAP =  AQPRBAQAPR =⇒∆≅∆∴  

PQPMAQAPPRMR =⇒−=−∴  

C D 

B

P M

Q 

A N

C D 

B 

P M 

Q 

A 

R 

圖 2-26             圖 2-27 
 

【證三】 

如圖 2-27，連 BQ，作 ABPN ⊥  

ABQ 弧是半圓 APBQBQA ⊥⇒°=∠∴ 90  

ABP∆Q 為等腰三角形  

BNPQ =∴ (線對稱性質) 

又 為矩形 PMBN BNPM =∴ PQPM =⇒ 。 

【問題十四】如圖 2-28中， 為正方形， ABCD

P 為 內 部 一 點 ， 且 1=AP ， 3=BP ，

7=DP ，求 的面積。 ABCD

P 

A 

B 

D

C

圖 2-28

 

【解一】 

如圖 2-29，以 A為中心，將 ABP∆ 逆時針旋

轉 成°90 PAD ′∆ 。 

連 PP ′ °=′∠⇒ 90APP ， 1==′ PAAP  

2=′∴ PP ， °=′∠ 45PAP  

7=PDQ ， 3==′ PBDP  

°=′∠⇒′=+′∴ 90
222

PDPDPPDPP  

°=′∠+′∠=∠⇒ 135PDPPAPAPD  

作 DPAE ⊥ ，令兩直線交點為 E  

2
1

==⇒ PEAE  

22
222

7
2

1
2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+=∴ DEAEAD  

148714
2
1

2
1

+=+++=  

ABCD∴ 面積為 148+  

P

A

B

D 

C 

P'

E

圖 2-29

 

【解二】 

如圖 2-30，連 CP，過 P分別作 ABPE ⊥ ，

BCPF ⊥ ， CDPG ⊥ ， ADPH ⊥ ， 

垂足分別為 E、 F、 、G H 。 

令 aPE = ， bPG = ， cPH = ， dPF =  

， xdcba =+=+  
22222222

PDPBdbcaPCPA +=+++=+  

15=⇒ PC  
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P 

A 

B 

D

CF 

E 

H 

G

圖 2-30 

 

16

15

9

7

1

2222

22

22

22

22

=+++⇒

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=+

=+

=+

dcba

db

da

cb

ca

 

6))((622 =−+⇒=− ababab  

xba
ab 66

=
+

=−⇒  

由  ababba 4)()( 22 =−−+

推得
2

2
2

2 36446
x

xabab
x

x −=⇒=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  

8))((822 =−+⇒=− cdcdcd  

xdc
cd 88

=
+

=−⇒  

由  cdcddc 4)()( 22 =−−+

推得
2

2
2

2 64448
x

xcdcd
x

x −=⇒=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  

cdabdcbadcba 22)()( 222222 +++++=+++

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −×+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −×+=
2

2
2

22 64
2
136

2
1162

x
x

x
xx  

0501605016 24
2

2 =+−⇒=+−⇒ xx
x

x  

令   Px =2 ∴ 050162 =+− PP

)148(148
2

5041616 2
不合−±=

×−±
=P

ABCD∴ 面積為 148+  

【解三】 

如圖 2-31，過 P作 ABPE ⊥ ， BCPF ⊥ ，垂

足分別為 E、 F。 

令 xAB = ， aAE = ， bAF =  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==+−

==+−

==+

⇒

)3(7)7()(

)2(93)(

)1(11

222

222

222

LL

LL

LL

abx

bax

ba

 

)4(
2

882)1()2(
2

2 LL
x

xaaxx −
=⇒=−⇒−  

)5(
2

662)1()3(
2

2 LL
x

xbbxx −
=⇒=−⇒−  

(4)和(5)同時代入(1)  

1
4

3612
4

6416
2

24

2

24
=

+−
+

+−
⇒

x
xx

x
xx  

05016 24 =+−⇒ xx

)148(1482 不合−±=⇒ x  

ABCD∴ 面積為 148+  

P

A

B

D 

C F

E

F

G 

圖 2-31 

 

 

【問題十五】 

設 Rx∈ ，求 25652 22 +−++− xxxx  

之最小值。 
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【解一】 

令 25652)( 22 +−++−= xxxxxf  

)62()256(
2
1

)22()52(
2
1)(

2
1

2

2
1

2

−+−+

−+−=′⇒

−

−

xxx

xxxxf
 

)256)(52(

)52)(3()256)(1(

256

3

52

1

22

22

22

+−+−

+−−++−−
=

+−

−
+

+−

−
=

xxxx

xxxxxx

xx

x

xx

x

 

假如  0)( =′ xf

)52)(3()256)(1( 22 +−−=+−−⇒ xxxxxx

0=

0)52()3()256()1(⇒ x 2222 =+−−−+−− xxxxx

0)52)(96(

)256)(12(
22

22

=+−+−−

+−+−⇒

xxxx

xxxx
 

0)1)(53(
0523020812 22

=+−⇒
=−−⇒=−−⇒

xx
xxxx  

3
5

=∴ x 或 (不合 1−=x 0)1( ≠−′fQ ) 

當
3
5

=x 時， 有最小值 )(xf

102
3
104

3
102

9
160

9
40)

3
5( =+=+=f  

【解二】 

25652 22 +−++− xxxx  

2222 )40()3()20()1( −+−+−+−= xx  

若令 ， ，本題即是在坐標平面的)2,1(A )4,3(B

x軸上，找出一點 ，使得)0,(xP PBPA + 的值

最小。 

如圖 2-32，由相關幾何性質知 BA′ 與 x軸的交

點，即是要找的 P點，而 PBPA + 的最小值

就是 BA′ 的值。 

102364)24()13( 22 =+=++−=′BA  

∴ 25652 22 +−++− xxxx 之最小值為

102  

x
 

y

O

)2,1(A

)2,1( −′A

)4,3(B

P

圖 2-32

 

問題十五看似不易處理的代數運算問

題，若以微分的觀念計算求解，大多數的中

學生恐怕會覺得困難，但轉借為坐標平面上

的圖形問題進行思考，不用幾個驟步，問題

就解決了。以下幾個問題的不同解題方式與

對照，也是想藉它們說明：善用數形替換的

各式解題思維，不祇是改進解題技巧的一種

可行途徑，還可藉此引導學生欣賞科學知識

環環相扣的真理之美，以及追求各領域間融

會貫通的學習之道。 

 

【問題十六】 

一堆蘋果，若分給甲班每人可分得 10個，分
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數學解題「數或形」的替換 

給乙班每人可分得 15個，則分給甲、乙兩班

時，每人可分到多少個？ 

【解一】 

設甲班有 x人，乙班有 人 y

由 yxyx
2
31510 =⇒=   所以甲、乙兩班每人

可分得 6
5

30

2
3

1515
==

+
=

+ y
y

yy

y
yx

y (個) 

【解二】 

6
23

30

15
1

10
1

1
=

+
=

+
(個) 

設蘋果有 x個，甲班有
10
x
人，乙班有

15
x
人的

解法原理與此解是一致的。 

 

【問題十七】 

如圖 2-33 中，已知 10=AB ， 15=CD ，

CDAB // ，若 AD與 BC 交於 E，且 ABEF // ，

求 EF。 

 

A 

B 

C 

D 

E 

F 
圖 2-33 

 

【解法】 

由 EFCDAB //// 和相似三角形性質可 

推得 1=+
=+=+

AC
AFFC

AC
AF

AC
FC

CD
EF

AB
EF  

CDABEF
111

+=⇒   

15
1

10
1

1

+
=⇒ EF  

故 6=EF    (※請比較問題十六之解二) 

我們如果將圖 2-33 中 AB 和 CD 的長

度，分別當成甲、乙兩班每位學生分到的蘋

果數；而 AF 與CF的長度分別當成乙班的人

數與甲班的人數，讀者就可以清楚：只要決

定了平行線段 AB和CD的大小，不管圖形上

AB和 CD之間的距離如何改變， EF永遠是

一個定值，而它正是將蘋果同時分給甲、乙

兩班時，每人分到的蘋果數。 

 

【問題十八】 

某人由甲地出發至乙地，已知由甲至乙每小

時走 6公里，而由乙回到甲每小時走 4公里，

若來回兩地的路程相同，求此人來回一趟的

平均速率。 

【解答】 

設甲、乙兩地相距 x公里，出去費時
6
x
小時；

回 來 費 時
4
x
小 時 ， 所 以 平 均 速 率 為

5
24

12
5
2

46

2
==

+
x
x

xx
x (小時) 

當然也可以將兩地距離的 x公里替換成 1 來

計算： 

5
24

32
24

4
1

6
1

2
=

+
=

+
(小時) 
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【問題十九】 

如圖 2-34，已知 4=AB ， 6=CD ， 

CDAB // ，若 AC與 BD交於 P，且 ABEF // ，

求 EF。 

圖 2-34

D 

A 

C 

B 

E F
P 

 

【解法】 

對照問題十七的解法說明，可推得 

CDABFPEP
1111

+==
CDABEF
112

+=⇒  

6
1

4
12
+=∴

EF
6
1

4
1

2

+
=⇒ EF  ，故

5
24

=EF  

(※請比較問題十八之解法) 

若將圖 2-34中 AB和CD的長度，分別當

成甲到乙與乙到甲的行進速率，則可以確

定：只要決定了平行線段 AB和CD的大小，

不管圖形上 AB和 CD 兩平行線間的距離如

何改變，與 AB (過 P點)平行的 EF永遠是一

個定值，以下將進一步說明此定值的大小，

正是來回一趟的平均速率。 

作 AF 與CD，並令交點為 G(如圖 2-35)。 

 

圖 2-35 
D 

A 

C 

B 

E F
P 

G 
 

我們將很容易推知 CGCD = 。 

若 AE與 DE 的長度分別表示乙至甲與甲至

乙的行進時間，則 AD就是來回一趟的總時

間。 

乙至甲的速率

平均速率

乙至甲的時間

甲乙

來回一趟的總時間

甲乙

=

× 2

Q  

⇒
2×

=
乙至甲的速率

平均速率

來回一趟的總時間

乙至甲的時間
 

又由圖 2-35⇒
2×

==
CD

EF
DG
EF

AD
AE

 

對照上面幾個等式並利用相似三角形的

對應性質，就足以說明為何定值 EF就是平均

速率的理由了。 

 

【數學遊戲】 

五階的魔方陣（Magic Square）與拉丁方陣

（Latin Square） 

若 ， ，⋯⋯， ， 是一個等差數列

（令公差為 ），如何將它們全部安排在一個

1a 2a 24a 25a

d

55× 的方陣中，使每列、每行以及兩主對角

線的五個數的和都相等呢？ 

首先，先將 25個數依序巧妙排列如圖 2-36，

再以逐步「置換」的方式完成五階魔方陣。 

(1)若令 ，由圖 2-37中我們發現四條

對稱軸上的五個數的和皆等於

Sa
i

i =∑
=

25

1

Sa
5
15 13 =× ，

所以考慮任何置換時，這四條虛線上的數，

將以更動至原線上的方格為原則。 
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圖 2-36 

1a
2a

3a

4a

5a

6a

7a

8a

9a

10a

11a

12a
13a

14a

15a

16a

17a

18a

19a

20a

21a

22a

23a

24a

25a

 
(2)由於 ，daa += 67 daa += 1213 ， 

daa += 1819 ， daa += 2425 ，但 

daa 415 += (以上請對照圖 2-37) 

⇒ Saaaaa
5
1

52418126 =++++ ，所以可將

置換至 與 之間的方格內，同理再置換

， 和 至適當方格(如圖 2-38)，則八

條虛線上的五個數的和皆等於

5a

12a 18a

21a 1a 25a

S
5
1
。 

 

圖 2-37 

1a
2a

3a

4a

5a

6a

7a

8a

9a

10a

11a

12a
13a

14a

15a

16a

17a

18a

19a

20a

21a

22a

23a

24a

25a

 

 

圖 2-38 

1a

2a

3a

4a

5a

6a

7a

8a

9a

10a

11a

12a
13a

14a

15a

16a

17a

18a

19a

20a

21a

22a

23a

24a

25a

 
(3)若將 置換至 與 之間的方格內(如

圖 2-39)，由於

4a 11a 17a

daa += 1112 ， ，daa += 45

daa += 1718 ， ， 但daa += 2324

daa 4610 += (以上請對照圖 2-39) ，所以可

將 置換至 與 之間的方格內，10a 17a 23a

⇒ Saaaaa
5
1

102317411 =++++ ，同理再置換

、 ； 、 ； 、 至適當方格(如

圖 2-40)，就可完成 ， ，⋯⋯， ，

的五階魔方陣。 

16a 22a 6a 2a 24a 20a

1a 2a 24a 25a

(4)若將圖 2-40 中 各數替換為下標 的大

小，就可完成 1 至 25 的五階魔方陣(如圖

2-41)，其每列、每行以及兩條主對角線上五

個數的和皆為 65，而 65也稱做這個方陣的魔

數（Magic Number）。 

ia i

(5)圖 2-41中的各數，若為 5的倍數，將它替

換成 5；若不為 5的倍數，則將它替換為該數

除以 5 的餘數，替換完成後，就可產生一個

拉丁方陣（如圖 2-42，其每列、每行都恰有

1、2、3、4、5中的每一個數）。 
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圖 2-39 

1a

2a

3a

4a

5a

6a

7a

8a

9a

10a

11a

12a
13a

14a

15a

16a

17a

18a

19a

20a

21a

22a

23a

24a

25a

 

 

圖 2-40 

1a

3a

4a

5a

7a

8a

9a

11a

12a
13a

14a

15a

17a

18a

19a

21a

23a

25a

2a6a
10a

16a
20a

22a

24a

 

 11   24   7    20   3 

4    12   25   8   16

17   5    13   21   9 

10   18    1   14   22

23   6    19   2    15 

圖 2-41 
 

(6)其它奇數階的魔方陣與拉丁方陣，皆可仿

以上的置換觀念建造完成，至於不同階數的

魔方陣、拉丁方陣之各式構建法，請讀者自

行參考相關書籍。 

 1    4    2    5   3 

4    2    5    3   1 

2    5    3    1   4 

5    3    1    4   2 

3    1    4    2   5 圖 2-42 

 

 

三、結語： 
有一個英國人發現，將電流通過很細的

白金絲，會發出微弱的光，但白金絲的熔點

只有 ，所以發光不久就燒斷了。愛迪

生(1847-1931)明白這個道理之後，便決心解

決發光材料的問題。他前前後後替換將近

1600 種材料實驗，最後才選用熔點超過

的炭絲當作材料。 

C°1772

C°3500

愛迪生以炭化紙條和炭化棉條，分別成

功做出燈絲，同時為了避免炭絲氧化，便抽

掉玻璃泡中的空氣，後來因為這些材質脆弱

容易燒斷而失敗。最後他再以竹條燒成的炭

絲做出燈絲，終於製成壽命長達 1200小時以

上的燈泡。 

以上「愛迪生發明電燈」的故事，相信

為許多人耳熟能詳。這個故事不只富有生命

的啟示：「成功靠一分天賦與九十九分努

力」；從科學的觀點來看，它更揭示：「替換」

一直是、也應該是促進人類文明發達，一種

知性與理性的科學態度和行為。 

為什麼我會這樣說呢？例如對鞋子有專
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數學解題「數或形」的替換 

門研究的人發現：再合腳的鞋子，穿久不換，

鞋子在地上擠壓、摩擦，容易導至足部某些

部位變形，甚至角質層增生而形成雞眼。就

是這個理由，讓有些人同時擁有好幾雙鞋，

以便適時替換穿著。而製鞋的專家也依此作

為製鞋的改進方向，研製出各種舒適、符合

人體工學的鞋子，這又使得鞋子的功能大為

提升。

「傳統」就像鞋子(有人說包袱)，如果新鞋不

輸舊鞋好穿，而且功能更齊備，即使某些款

式「看不習慣」（違反民心需求，自然會被淘

汰），仍值得花些時間嘗試或適應。「新式教

育」如果可以保留「傳統教育」的優點，同

樣值得隨時敞開「替換」心境的人，一起拿

出智慧和行動，共同創造更優質的教育環

境。

學
生
數
 
 
→
 

（上承第 52 頁） 

2.5  虛構例子：消耗 39.90 mL的 0.1000 mol L
-1

 EDTA溶液與 35.00 mL的 0.01000 mol L
-1

 Na2S2O3溶液。

計算分子式LaxM(2-x)CuO4之係數X〈M為Ca和/或Sr和/或Ba〉，並寫出此超導體之正確分子式。 

鑭所消耗的部份 

 

銅所消耗的部份 

 

 

係數X：1.85 分子式：La1.85M0.15CuO4

本大題總藍分：113 (100%)，平均得分：51.8 (45.9%)，成績分佈圖: 
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