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視深 

徐國誠 

臺北市立成淵高級中學 
摘要 

高中物理教材中的幾何光學有提及視深（apparent depth）的公式，不過都只是假設觀察

者以非常小的觀察角度觀察另一層介質中的物體，以此得出物體的像與物體都在同一條鉛直

線上，並得出視深的相關近似公式。但是當觀察者以較大的角度去觀察物體時，這個近似公

式就不適用了。科學教育月刊第 228 期以及 232 期，分別有國立台灣大學蔡尚芳教授（「觀察

者所看到的水中光源的位置」一文）與台北市立成淵高中徐世昌老師（「視深研究」一文）討論

視深問題的文章，該兩篇文章探討了觀察者由光疏介質看光密介質中的光源或物體，所觀察到像

的深度的數學式。本文藉由該二篇文章為出發點，探討了物體在光疏介質或光密介質中，其像的

位置的變化。由文中可知，當觀察者由光疏介質去看光密介質中的物體時，視深會隨著觀察角度

的增加而變小，而且像的位置也會愈來愈靠近觀察者；反之，若觀察者由光密介質去看光疏介

質中的物體時（如水中的魚類觀察陸地上的景物），視深就會隨著觀察角度的增加而變大，且像

的位置也愈來愈遠離觀察者。另外由兩層透明介質中像的位置座標與折射角的關係式，也可以

推導出三層透明介質中像的位置座標與折射角的關係式，並由此得出觀察者所見每一層介質的深

度，是與其他介質的實際深度和折射率無關的，同時也不會受到除了觀察者所在的介質以外的其

他介質的相對順序之影響，進而歸納出多層透明介質中像的位置座標的一般公式為 
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一、兩層透明介質的視深 

 

圖一  觀察者位於折射率
2n 的介質中，物體位

於折射率
1n 的介質中，界面為座標的x軸，物

體的座標為 ),0( hS − ，像的位置在 ),( yxS ′′′ 處

。 
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假設觀察者位於折射率為 2n 的介質

中，將物體置於折射率為 1n 的介質中，且

與界面的距離為 h，界面為座標的 x 軸，物

體的座標為 ),0( hS − ，如圖一所示。若物體

發出兩條極為靠近的光線，經界面折射後

的反向延長線交於 ),( yxS ′′′ ，此 S ′即為像的

位置。由司乃耳折射定律（Snell’s law of 

refraction）我們知道 

2211 sinsin θθ nn =                （1） 

將上式微分，則 

222111 coscos θθθθ dndn =  

21
1

2

2

1 cossec θθ
θ
θ

n
n

d
d

=             （2） 

圖一當中入射光線經過點 )0,( 1x 折射後的

直線方程式 T1 為 

121 tan: xyxT +⋅= θ  

S ′為 T1 上的一點，因此也符合該方程式 

12tan xyx +′⋅=′ θ                （3） 

如果把折射點由 )0,( 1x 移至 )0,( 2x ，而 2x

非常靠近 1x ，所以令 121 xxdx −= ；由於折

射點作了一個微小的改變量，使得光線折

射後的直線方程式變為 T2，而 ),( yxS ′′′  

仍是直線 T2 上的一點，也就是將第（3）式

微分後， 01 ≠dx ，而 0=′=′ ydxd ，因此 

2
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θ

θ
d
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由圖一中我們也可以知道 hx /tan 11 =θ ，將

此式微分後則 

11
2

1 sec θθ dhdx =                 （5） 

把第（5）式代入第（4）式後，再把第（2）

式代入第（4）式可得 
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n
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上式中的 21n 為相對折射率， 2121 / nnn = 。

另外由第（1）式當 221 sinθ>n 時我們可以

求出 
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上式代入第（6）式後，最後得到像的 y 座

標為 
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將之代入第（3）式後得到像的 x 座標為 
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圖二  h = 5.0m， 1/33.121 =n 時像的x座標（ x′）

和y座標（ y′）與折射角的關係曲線，圖中物

體的視深（等於 y′− ）隨著觀察角度的增加而

變小，而且像的位置也會愈來愈靠近觀察者。

還有一點須要說明的就是，第（7）式

和第（8）式必須在 221 sinθ>n 的前提之下

才能成立。假如觀察者所在的位置是光疏

介質，那麼相對折射率 2121 / nnn = 必大於

1，當然也大於 2sinθ ，這就是說，觀察者

可以在任何小於 90°的觀察角度之下看到

另一介質中的物體；如果觀察者是位於光

密介質，那麼 21n 小於 1，則觀察角度 2θ 是

有限制的，也就是說當 cθθ <2 時觀察者才

能觀察到另一介質中的物體，而 cθ 就是光

線由密介質（n2）入射到疏介質（n1）發生

內全反射（total internal reflection）時的臨

界角（critical angle），因此觀察角度 2θ 與

臨界角 cθ 的關係為 

)/(sin)(sin 21
1

21
1

2 nnnc
−− ==<θθ  

所以第（7）式和第（8）式是觀察者

在 2n 介質中，看到在 1n 介質中物體的像的

位置座標，其中是以折射角 2θ 為變數。假

如我們觀察物體的角度很小，幾乎是垂直

界面俯視物體的情況下，則 0→′x ，且 

2102

lim
n
hy −=′

→θ
 

此時像的位置在 y 軸上，視深為物體實際深

度除以相對折射率，這種情況就是高中物

理教材中所講述的視深公式。 
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圖三  h = 5.0m， 33.1/121 =n 時像的x座標

（ x′）和y座標（ y′）與折射角的關係曲線，

圖中物體的視深隨著觀察角度的增加而變

大，而且像的位置也愈來愈遠離觀察者。 

 

圖二和圖三是我們給定 h = 5.0m，

1/33.121 =n 和 1 / 1.33 時像的 x 座標和 y 座

標與折射角的關係曲線圖（1.33 大約是水的

絕對折射率）。由圖二可以知道，當觀察者

由光疏介質去看光密介質中的物體時，視深

（等於 y′− ）會隨著觀察角度的增加而變

小，而且像的位置也會愈來愈靠近觀察

者；反之，由圖三可以知道，當觀察者由光

密介質去看光疏介質中的物體時（如水中的
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魚類觀察陸地上的景物），視深就會隨著觀察

角度的增加而變大，且像的位置也愈來愈遠

離觀察者，當 °=≈ − 75.48)33.1/1(sin 1
2θ

時， x′和 y′會趨近無限大，而 48.75°就是

光線由水中入射到空氣發生內全反射(total 

internal)時的臨界角(critical angle)。 
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圖四  假設h = 5.0m， 1/33.121 =n 和1 / 1.33時
的 x′和 y′關係曲線。 

 

第（7）式和第（8）式也可以改變成

以折射點 x1 為變數的函數。從司乃耳折射

定律和圖一中可以求得 sinθ2 與 cosθ2 分

別為（仍然在 )(sin 21
1

2 n−<θ 的條件成立下） 
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將之代入第（7）式和第（8）式就能

得到 
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而第（9）式與第（10）式也可以把 x1

消掉，而得出像的座標 x′和 y′的關係方程

式為 
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圖四就是假設 h = 5.0m， 1/33.121 =n 和

33.1/1 時的 x′和 y′關係曲線。 

二、三層透明介質的視深 

不論觀察者由光疏介質看光密介質中

的物體，或由光密介質看光疏介質中的物

體，其物體的像的位置皆可由第（7）式和第

（8）式（或由第（9）式、第（10）式）求

得。若是觀察者與物體之間多了一個或一個

以上的透明介質，則像的位置必須分段求出

。例如圖五是三層透明介質中物體（S）和

最後觀察者所看到像（ S ′′ ）的位置的示意

圖，S ′′ 是光線經過兩次折射後所成的像，因

此比照第（7）式的形式，我們可以知道 S ′′ 的

y 座標應該為 
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其中相對折射率 3232 / nnn = ， 3θ 為

n2、n3 界面光線的折射角， h′由圖五中應

為 
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)(2 yhh ′−+=′  

而 由 第 （ 7 ） 式 可 以 知 道
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由司乃耳折射定律計算 n2、n3 界面的折射

而推得 sinθ2 以及 cosθ2，且將之代入 y′−

而得到 
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其中 3131 / nnn = 。因此我們把上式中的

y′− 代入 h′，再把 h′代入 y ′′ ，就得出 
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圖五  三層透明介質中的物體位置（S）和最

後觀察者所看到像的位置（ S ′′ ）之示意圖，

S ′′ 是光線經過兩次折射後所成的像。 

相同的推導方式也可以應用在 S ′′ 的 x

座標上。由第（8）式以及圖五可以寫出 x ′′

與 x′的關係應為 
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其 中 從 第 （ 8 ） 式 可 以 知 道
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將上述中的 sinθ2、cosθ2 以及 y′與 h′代入

x ′′ ，最後化簡得出 
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圖六  h1 = h2 = 5.0m，n1 = 1.33，n2 = 2.0，

4.13 =n 時觀察者所觀察到的像的y座標

（ y ′′ ）和折射角（θ3）的關係曲線。 
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圖七  h1 = h2 = 5.0m，n1 = 1.33，n2 = 2.0，

4.13 =n 時觀察者所觀察到的像的x座標（ x ′′ ）
和折射角（θ3）的關係曲線。 

第（12）式與第（13）式是三層透明介

質中，觀察者所看到物體的像的位置方程式

。如同前面的討論，假如我們觀察物體的角

度很小，也就是讓θ3 → 0，則 
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這個結果與高中物理教材中所講述的

視深公式也是相符的。 
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圖八  假設h1 = h2 = 5.0m，n1 = 1.33，

0.22 =n ，n3 = 1.4時的 x ′′ 與 y ′′ 關係曲線，曲

線中的轉折點正是圖六、圖七中 x ′′ 與 y ′′ 出現

最大值的位置。 

圖六與圖七分別是三層透明介質中的物

體，其像的 x 和 y 座標與折射角的關係曲線

圖，其中給定 h1 = h2 = 5.0m，n1 = 1.33，n2 = 

2.0，n3 = 1.4。當然，在計算第（12）式與

第（13）式時必須考慮到介質折射率大小的

關係，否則 x ′′ 與 y ′′ 就會出現複數，因此在

二者皆為實數的情況下，觀察者的觀察角度

（ 3θ ）是有限制的，亦即 

313sin n<θ   且  323sin n<θ  

例如圖六與圖七的例子中，sinθ3 必須

同時小於 2.0 / 1.4 與 1.33 / 1.4，以此條件所

計 算 出 θ 3 的 最 大 值 為

≈− )4.1/33.1(sin 1 71.81°；若是將 n2 改為 1.4

與 n3 改為 2.0，則θ3 的最大值就變成只有

41.68°了。圖八是 x ′′ 與 y ′′ 的關係曲線圖，

曲線中的轉折點正是圖六、圖七中 x ′′ 與 y ′′

出現最大值的位置，不過這個圖只是這裡

所選取的一個較特殊的例子，並不是所有

x ′′ 和 y ′′ 的關係曲線都是如此；原則上，關

係曲線圖的形狀與所選擇介質的折射率和

介質深度的大小有關。 
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圖九  m層透明且界面相互平行的介質，物體

在第一層，而觀察者在第m層，其介質折射率

由下往上分別為n1、n2 …… nm，各層介質的深

度分別是h1、h2 ……hm - 1。 
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三、多層透明介質的視深 

如果觀察者與物體之間有三個以上的

透明介質，那麼觀察者所見物體的像其座

標又是如何呢？我們先從第（12）式將之寫

成 21 YYy −−=′′ ，其中 
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第（12）式告訴我們，在三層介質中的

物體，其像的位置的 y 座標是由 h1、h2 以

及 n1、n2、n3，和觀察角度θ3 所決定的。

但是 y ′′ 又可分為 1Y− 和 2Y− 兩項，其中 Y1

是 h1、n1、n3、θ3 的函數，與 h2、n2 是無

關的；相同地，Y2 是 h2、n2、n3、θ3 的函

數，與 h1、n1 無關。因此我們可以這麼說，

Y1 是觀察者在折射率為 n3 的介質中，以θ3

的觀察角度去觀察折射率 n1、實際深度 h1

的介質所看到的視深，而這視深與折射率 n2

介質的存在與否是無關的，即使 n2 介質存

在，其與 n1 介質的相對順序（n1 介質在 n2

介質的上方或在 n2 介質的下方）也不影響

Y1 的值（這一點當然也可以直接由第（12）

式用數學驗證，以 h1、n1、h2、n2 同時取代

h2、n2、h1、n1，其 y ′′ 的值將不改變）。 

既然三層透明介質中的觀察者所見 n1

介質與 n2 介質的視深是相互獨立的，因此多

層透明介質（三層介質以上）中每一層介質

的視深也必然是相互獨立而不互相影響；而

這結果以第（13）式來看，當然也可以適用

在像的 x 座標上。也就是說在多層透明介質

中： 
“觀察者所見每一層介質的深度，是與

其他介質的實際深度和折射率無關

的，同時也不會受到除了觀察者所在的

介質以外的其他介質的相對順序之影

響。” 

於是我們考慮總共有 m 層透明且界面

相互平行的介質，物體在第一層介質中，

而觀察者在第 m 層，其介質的折射率由下

往上分別為 n1、n2 …… nm，各層介質的深

度分別是 h1、h2 ……hm - 1（觀察者在第 m

層，所以不考慮其深度），如圖九。以水平

方向為座標的 x 軸，第 m -1 與 m 層的界面

為座標 y = 0 的平面，則觀察者以觀察角度

θm 所觀察到物體的像的位置座標為 I（X, 

Y），而 Y 和 X 分別可以寫成 m – 1 項的總和： 

∑
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其中 hk是第 k 層介質的實際深度，nmk = 

nk / nm是第 k層介質與第 m層介質的相對折

射率，而 sinθm 必須同時小於 n1 / nm、n2 / 

nm ……… nm - 1 / nm，或者是小於這些相對

折射率當中的最小值， 

sin θ m < Min （ n1 / nm , n2 / 

nm , ………… , nm - 1 / nm ）           

（16） 

這裡舉一個五層透明介質視深的例子

。假設每一層介質的深度皆為 1.0m，各層
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介質的折射率分別為 2.8、1.1、2.0、1.22、

1.25，觀察者在折射率 1.25 的介質當中，

則觀察者所見各層介質的視深與觀察角度

的關係曲線如圖十。圖中 Y1 和 Y3 因為折射

率大於 1.25，所以視深隨著折射角的增加

而減少，而 Y2 和 Y4 因為折射率小於 1.25，

所以視深隨著折射角的增加而增加；若將

四條曲線相加，則為一至四層介質的總視

深，成為圖十一中的曲線，也就是第（14）

式中 Y 的負值。另外由第（16）式可以知

道折射角的正弦，應該小於 1.1 / 1.25，也

就是折射角的最大值為 )25.1/1.1(sin 1− = 

61.64°，不過當折射角趨近 61.64°時，Y2 因

為分母趨近於零的關係，使得 Y2 的值就會

變得非常大，因此視深就會趨近於無限大

。 
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圖十  觀察者在折射率1.25的介質當中所見

各層介質的視深與觀察角度的關係曲線。每

一層介質的深度皆為1.0m，一至四層介質的

折射率分別為2.8、1.1、2.0、1.22。 

 

四、界面的透射 

由前面的分析我們知道，各介質的視

深是相互獨立，而且各介質的相對順序並

不影響每一個介質的視深；不過光線在遇

到不同介質時，除了全反射之外，均會產

生部分折射和部分反射的現象，而介質的

相對順序卻會改變界面透射的比率。假如

我們考慮的是線性、等向均質的透明介質

（linear, isotropic, homogeneous media）且

不考慮介質的吸收，那麼光線從第一介質

入 射 到 第 二 介 質 在 界 面 的 透 射 比

（ transmittance），就可以寫成以下的形式

[11] 
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其 中 ⊥T 是 電 場 在 垂 直 入 射 平 面

（plane-of-incident）方向上分量之透射率，  

T∥是電場在平行入射平面方向上分量之透

射率，而入射平面指的是入射線、反射線

和法線所成的平面，n1、n2、θ1、θ2 為折

射率和入射角與折射角。於是 m 層透明介

質中的第 k 個界面的透射比為 
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而 cosθk、cosθk+1 都可以由司乃耳折

射定律求得，也就是 n1sinθ 1 = n2sinθ 2 
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=‥‥= nksinθk = nk+1sinθk+1=‥‥= nmsin

θm，因此 cosθk、cosθk+1 分別為 
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所以只要給定光線最後出射的角度θm，就

可以知道每一個界面的透射率，而最後的

透射率即為每一個界面透射率的乘積。 
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圖十一  圖十中四條曲線相加，成為一至四層

介質的總視深與觀察角度的關係曲線。 

 

以上一個例子（五層透明介質）而言，

我們將介質的順序重新加以排列，使得一

至五層介質折射率分別為 2.8、2.0、1.22、

1.1、1.25，而觀察者所在的介質折射率仍

然為 1.25，則以此新順序所得到的總透射

率與觀察角度θ5 的關係曲線，和介質原來

順序所得到的總透射率之比較如圖十二、

圖十三。一般而言，界面兩邊的介質折射

率相差愈多，其反射的比率愈大，而透射

的比率愈小，因此由圖中可以看出，介質

以 2.8－2.0－1.22－1.1－1.25 的順序排

列，比另一種順序排列方式的總透射率要

大。 
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圖十二  五層透明介質中電場在垂直入射平

面方向上分量的總透射比
⊥T 與觀察角度θ5的

關係曲線。 

 

假如光線是以垂直入射的方式，也就

是θ1 =θ2 =‥‥=θk =‥‥=θm = 0，則 m

層透明介質中的第 k 個界面的透射比就變

成 

T = T∥k = 2
1

1
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+

+
⊥ +

=
kk

kk
k nn

nn
T      （19） 

第（19）式顯示第 k 個界面的透射比只

與界面兩邊介質的折射率有關，因此我們

改變五層透明介質中的觀察者所在的折射

率 n5，其總透射比的變化如圖十四。圖中

透射比較大的曲線之最大值在 n5 = 1.1，而

透射比較小的曲線之最大值在 n5 = 1.22 處
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圖十三  五層透明介質中電場在平行入射平

面方向上分量的總透射比T∥與觀察角度θ5的

關係曲線。 
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圖十四  五層透明介質中，光線以垂直入射方

式的總透射比T與折射率n5的關係曲線。透射比

較大的曲線之最大值在n5 = 1.1，而透射比較小

的曲線之最大值在n5 = 1.22處。 

 

五、結論 

本文所討論物體的視深，都是把物體

當成是一個點，去觀看這個點的成像之位

置變化，實際上物體與我們所看到物體的

影像應該是立體的或是一個面，倘若物體

上的每一個點的座標與觀察者的座標都可

以明確標示出來的話，那麼觀察者經由多

層透明介質所看到的像之位置座標，是可

以用第（14）式與第（15）式計算出來。

讀者若有興趣，可以進入國立台灣師範大

學物理系網站，瀏覽黃福坤教授所寫的一

些 java 物理動畫模擬[7]，裡面有相當生動

的視深動畫，經由動手操做可以進一步了

解視深的變化情況。 
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