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同餘的基本概念 

許介彥 

大葉大㈻  電信工程㈻系

兩個例子 

假設今天是星期四，再過一天當然是星期

五，兩天之後則為星期六，請問：1000 天之後

是星期幾？ 

這是一個簡單的問題。由於一個禮拜有七

天，因此七天之後必為星期四，14 天、21 天、

28 天、…之後也都是星期四；由於 1000 除以

7 的餘數為 6，因此 1000 天之後一定是某個星

期四的六天之後，也就是星期三。 

再看另一個例子：某艘太空船於某天傍晚

六點發射升空，於幾天後的某天早上九點返回

地表；幾個月之後此太空船於某天凌晨兩點再

度發射升空。如果此太空船的第二次升空在空

中停留的時間長短與上一次相同，那麼它再度

回到地表的時間是早上或是下午的幾點鐘？ 

這個問題也不難。如果將一天的 24 小時

看成是由 0 點至 23 點，那麼傍晚六點相當於

18 點，因此太空船的第一次升空在空中總共待

了 )18924( −+k 個小時（k 為某正整數），所

以第二次升空回到地表的時間一定是凌晨兩

點的 )18924( −+k 個小時之後；由於 

)1 892 4(2 −++ k 72 4 −= k

1 7)1(2 4 +−= k
 

因此第二次返回地表的時間一定是某天的 17

點，也就是傍晚五點。 

以上兩個問題中，第一個問題的關鍵在求

出 1000 除以 7 的餘數，第二個問題的關鍵在

求出 )18924(2 −++ k 除以 24 的餘數；這兩個

問題的重點都是在餘數，至於商是多少則無關

緊要。數學上，「求餘數」是相當重要的一個

運算，本文將對其基本應用作一概略性的介

紹。 

 

同餘的定義 

假設 mba ,, 都是整數；如果 ba − 是 m 的

整數倍，數學上常將 a 與 b 的關係記作 

)  (mod    mba ≡  

其中的 m 稱為「模」（modulus）；我們將上面

的式子讀作「a 與 b 對模 m 而言同餘」（“a and 

b are congruent modulo m.”）。 

舉例來說，17 與 52 對模 7 而言同餘（記

作 )7  (mod  5217 ≡ ），因為 17 與 52 之差為 7

的倍數（不論是 35 或是 35− 都是 7 的倍數）；

請留意此時 17 與 52 除以 7 的餘數相同（都等

於 3），這是「同餘」名稱的由來。讀者不難檢

驗以下兩個式子也都是成立的： 

)3  (mod    021 ≡ , 

00)1  (mod    1399 −≡ . 

如果 ba − 是 m 的倍數， ba − 必定也是

m− 的倍數，反之亦然，因此 )  (mod  mba ≡ 若

且唯若 )  (mod  mba −≡ ；我們通常將模限定

為非負整數。 
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模算術 

同餘的記號（≡）在形狀上與一般算術運

算式中的等號（=）很像，「同餘式」與「等式」

在許多方面也相當類似。 

舉例來說，如果 

)  (mod   mba ≡  且 )  (mod   mdc ≡  

那麼以下三個式子一定都成立： 

)  (mod   mdbca +≡+  

)  (mod   mdbca −≡−  

)  (mod   mbdac ≡  

它們的證明都不難。以第一個式子為例，由已

知條件可知存在整數 s 與 t 使得 

smba +=  且 tmdc +=  

因此 

)()( tsmdbca +++=+  

所以 )( ca + 與 )( db + 之差為 m 的倍數，也就

是它們對模 m 而言同餘；其他兩個式子的證明

也類似。由第三個式子我們又可推知如果 a 與

b 對模 m 而言同餘，下式對任意正整數 n 一定

成立： 

)  (mod   mba nn ≡ . 

雖然以上對同餘式兩邊所作的加、減、乘

等算術運算看似平常，不過要將兩邊同時除以

一個數時必須特別小心。如果 0≠k 且 

)  (mod   mbkak ≡  

我們並不能像一般等式一樣直接將兩邊的 k 消

掉（只有當 1),gcd( =mk 時方可如此）；事實

上，讀者不難自行證明： 

)  (mod   mbkak ≡  

若且唯若 

)
),gcd(

  (mod   
mk

m
ba ≡ . 

舉例來說， 2)  (mod  126 ≡ 而且 2 與 3 互

質，因此我們可以將上式兩邊的 3 約掉而得

2)  (mod  42 ≡ ，但是我們不能由上式導出

2)  (mod  63 ≡ （此式顯然是錯的），因為

12)2,2gcd( ≠= 。 

和同餘式有關的另一個重要性質是：如果

k 是 m 的因數而且 )  (mod  mba ≡ ，那麼

)  (mod  kba ≡ ；道理很簡單，因為當 ba − 是

m 的倍數， ba − 必定也是 k 的倍數。 

 

求餘數方面的應用 

例題一： 

試求出 902 除以 11 的餘數。 

解：對模 11 而言， 

22444590 1644442 ⋅≡⋅≡≡  

2254 ⋅≡  （因為 516 ≡ ） 

101111 31234254 ⋅≡⋅≡⋅≡  

2245 49819999 ⋅≡⋅≡⋅≡≡  

14559 ≡≡⋅≡  

因此 902 除以 11 的餘數一定是 1。 

由上面這個例子讀者不難體會模算術的

「威力」。 902 是一個相當大的數，如果我們打

算先將 902 的值算出來然後再將其除以11求餘

數，理論上雖然可行，實際做起來不僅計算量

相當龐大而且很容易出錯（尤其如果沒有電腦

或其他工具輔助的話）；有了模算術的觀念

後，即使只靠紙跟筆，我們都能輕鬆地在短時

間之內將此問題解決。 

 

例題二： 

求證：對任意正整數 n， 212 23 ++ + nn 必為

7 的倍數。 
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證明：對模 7 而言， 

nnnn 24)3(323 2212 ⋅+≡+ ++  

)43(22423 +≡⋅+⋅≡ nnn  

002 ≡⋅≡ n  

因此 212 23 ++ + nn 一定是 7 的倍數。 

剛看到這個題目，許多讀者想到的方法可

能是數學歸納法（不妨一試），不過利用同餘

的觀念我們可以作得更快而且更漂亮。 

 

例題三： 

求出所有會使得 12 +n 是 3 的倍數的正整

數 n。 

解：n 須滿足 

3)  (mod   012 ≡+n  

3)  (mod   12 −≡n  

3)  (mod   1)1( −≡− n  

因此 12 +n 是 3 的倍數若且唯若 n 為正奇數。

一般而言，對任意正整數 m 及正奇數 n，

1)1( +− nm 必定是 m 的倍數。 

 

例題四： 

求證：一個數字和為 15 的整數（如 816，

15618 =++ ）不可能是一個完全平方數。 

證明： 

對任意正整數 n， 

≡n

≡ 9 )(m o d7,4,1,02n

9 )(m o d4,3,2,1,0 ±±±±
 

因此 2n 的數字和除以 9 的餘數只有 0, 1, 4, 7

等四種可能（見 [1]），然而 9)  (mod  615 ≡ ，

因此一個數字和為 15 的數不可能是一個完全

平方數。 

 

例題五： 

試求出 999 的末兩個阿拉伯數字。 

解：  

一個數的末兩位數就是該數除以 100 的

餘數。由例題三可知 )10  (mod  9199 ≡−≡ ，

因此存在正整數 n 使得 91099 += n 。 

由二項式定理將 9)110( − 展開得 

1101010)110( 9
8

89
1

99 −⋅++−=− CC L  

其中除了最後兩項之外的每一項都是 100的倍

數，因此 

89110999 ≡−⋅≡   (mod 100) 

1899910 ≡⋅≡   (mod 100) 

所以對模 100 而言， 

899)9(99 91091099

≡⋅≡≡ + nn  

所求的末兩位數為 8 和 9。 

 

例題六： 

求證：對任意四個整數 dcba ,,, 而言， 

))()()()()(( dcdbcbdacabaP −−−−−−=  

一定是 12 的倍數。 

證明：  

我們先證明 P 一定是 4 的倍數。由於任何

整數除以 4 的餘數有 0, 1, 2, 3 四種可能，因此

我們可以將所有的整數依除以 4的餘數是多少

分成四類。如果 dcba ,,, 當中有某兩數屬於同

一類（即除以 4 的餘數相同），此兩數的差必

是 4 的倍數，因此 P 將是 4 的倍數。如果

dcba ,,, 當中沒有任何兩數屬於同一類，那麼

它們除以 4 的餘數必為 0, 1, 2, 3 四數，因此

dcba ,,, 當中有兩個奇數及兩個偶數；由於兩

個奇數之差與兩個偶數之差都是偶數，此時的
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P 也必定是 4 的倍數。 

接著我們證明 P 一定是 3 的倍數。任何整

數除以 3 的餘數有 0, 1, 2 三種可能，根據鴿籠

原理， dcba ,,, 四數中必有某兩數除以 3 的餘

數相同，而此兩數之差必是 3 的倍數，因此 P

是 3 的倍數。 

由於 P 既是 4 的倍數又是 3 的倍數，P 一

定是 12 的倍數。 

 

重複的字尾 

五位數 85222 的最後三個位數都是 2，177

的結尾則有兩個 7；以下我們將利用同餘的觀

念來解決兩個與整數的重複字尾有關的問題。 

 

例題一： 

一個正整數的平方（即完全平方數）的字

尾最多可以重複多少個不是 0 的數字？ 

解： 

我們先看看哪些阿拉伯數字可以作為一

個完全平方數的個位數（也就是除以 10 的餘

數）。對任意正整數 n， 

)10  (mod   5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0 ±±±±≡n  

因此 

)10  (mod   5 ,6 ,9 ,4 ,1 ,02 ≡n  

所以一個平方數的個位數不可能是 2,3,7,8；由

於本題不考慮字尾為 0 的情形，因此我們只須

考慮個位數為 1,4,5,6,9 的平方數。 

n 有奇數與偶數兩種可能。當 n 為偶數，

2n 一定是 4 的倍數；當 n 為奇數， 2n 除以 4

一定餘 1（由 2)12( +k 展開可知），因此 

)4  (mod   1 ,02 ≡n . 

一個末兩位數為 11 的數除以 4 的餘數必

為 3，因此一個平方數的末兩位數不可能是

11。同理，一個平方數的末兩位數也不可能是

99,55 （除以 4 餘 3）或 66（除以 4 餘 2）；因

此一個平方數的結尾如果有重複的數字，這個

數字只可能是 4。我們剩下的問題是：一個平

方數結尾的 4 最多可以重複幾次？ 

我們知道至少可以重複兩次，因為

144122 = 是我們熟悉的平方數。有可能重複

四次嗎？如果我們將 n 表為 yx +100 ，其中的

y 是 n 的末兩位數，那麼當 2n 的結尾有四個 4

時，下式將成立： 

)10000  (mod   4444)100( 2 ≡+ yx  

從而 

)10000  (mod   4444)200( ≡+ yyx  

y 顯然必是偶數，因為 4444 與 10000 都是偶

數；如果 zy 2= ，那麼 

)10000  (mod   4444)100(4 ≡+ zzx  

500)2  (mod   1111)100( ≡+ zzx  

)4  (mod   1111)100( ≡+ zzx  

因此 )4  (mod   32 ≡z ，但這是不可能的（如前

所述，平方數除以 4 的餘數只可能是 0 或 1），

因此一個平方數的末四位不可能全是 4。 

有沒有可能有三個 4 呢？答案是肯定

的，其中最小的數是 2381444 = 。 

 

例題二： 

某數列 K,,, 321 aaa 以遞迴的方式定義如

下： 

⎩
⎨
⎧

>+
=

=
−− 043

09
3

1
4

1 naa

n
a

nn
n  

求證：對任意非負整數 n， na 的最後 n2 個數

字都是 9。 
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解：我們只要能證明對任意非負整數 n， 

)10  (mod  1 2n

na −≡  

即可；這項工作可由數學歸納法完成。 

首先，當 0=n 時， 90 =a ，此時 0a 的結

尾的確有 120 = 個 9。接著假設所要證明的性

質對某個非負整數 n 而言成立，也就是存在整

數 k 使得 

11 0 2 −= ka
n

n  

那麼 

1+na )43(43 334 +=+= nnnn aaaa

)4)11 0(3()11 0( 232 +−−= kk
nn  

對模 1210
+n （ n2210 ⋅= ）而言， 

1+a n )11 03)(11 03( 22 +⋅−⋅≡ kk
nn

111 09 222 −≡−⋅≡ ⋅ k
n

 

也就是說， 1+na 的結尾有 12 +n 個 9，因此根據

數學歸納法得證：對任意非負整數 n， na 的最

後 n2 個數字全都是 9。 

 

在不定方程的應用 

同餘的觀念對解決與不定方程有關的許

多問題（例如求出某方程式所有的解或是證明

某方程式無解或有無窮多解等）相當有幫助；

以下我們看幾個例子。 

 

例題一： 

求出 272 xn =+ 的所有整數解。 

解：n 不可能是負數或 0，因此 72 +n 一定是

奇數，等號右邊的 x 一定也是奇數；又由於任

何奇數的平方除以 4 一定餘 1，因此 

)4  (mod  172 ≡+n  

)4  (mod  22 ≡n  

n 顯然只可能是 1，此時 3±=x ；除此之外再

無其他可能。 

 

例題二： 

證明 222003 yx += 沒有整數解。 

解：由於 

4)  (mod   1 ,02 ≡x  

4)  (mod   1 ,02 ≡y  

因此 

4)  (mod   2 ,1 ,022 ≡+ yx  

但是 2003 除以 4 的餘數卻是 3，所以方程式不

可能有解。 

 

例題三： 

求出 132 =− nm 的所有正整數解。 

解： 8)  (mod  132 ≡ ，因此對任意正整數 k，

8)  (mod  132 ≡k 且 8)  (mod  33 12 ≡+k ，換句話

說，對任意正整數 n， 8) (mod  4,213 ≡+n ；

然而對所有大於 2 的正整數 m 而言，

8)  (mod  02 ≡m ，因此方程式 132 += nm 只可

能在 2≤m 時有解。 

當 1=m ， 132 += n 顯然沒有正整數解；

當 2=m ，由 1322 += n 得 1=n ，因此

)1 ,2(),( =nm 是 132 =− nm 唯一的一組正整數

解。 

 

例題四： 

求出 zyx 3475 =+⋅ 的所有非負整數解。 

解：由於等號左邊至少是 4，因此 z 不為 0，

等號兩邊一定都是 3 的倍數。 

對模 3 而言， 03 ≡z ，因此 

011)1(475 ≡+⋅−≡+⋅ yxyx   (mod 3) 
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我們推知 x 一定是正奇數。 

對模 5 而言， 

zyx 34475 ≡≡+⋅   (mod 5) 

如果我們分別計算 L,3,3,3 321 除以 5 的餘數，

所得的數列為 L,1 2, 4, 3, 1, 2, 4, 3, ，每四個數

一個循環，因此 4)  (mod  2≡z ，z 可能的值為

}18, 14, 10, 6, {2, K 。 

如果 z 等於 2， yx 75 ⋅ 將等於 5，由此可

得方程式的一組解： )2 ,0 ,1(),,( =zyx 。 

如果 2>z ，z 可寫為 k2 （ 1>k ），此時 

)23)(23(4375 2 +−=−=⋅ kkkyx  

等號右邊的兩數之差為 4，因此這兩數不可能

同時是 5 的倍數或同時是 7 的倍數；有可能其

中一個等於 x5 而另一個等於 y7 ，或者其中一

個等於 yx 75 ⋅ 而另一個等於 1。 

如果兩數的其中一個等於 yx 75 ⋅ 而另一

個等於 1， 23 −k 與 23 +k 兩數中一定是較小

的 23 −k 等於 1，但是這樣一來 1=k ，與 1>k

矛盾。 

如果 23 −k 與 23 +k 之中有一個等於 x5

而另一個等於 y7 ，那麼存在正整數 x 與 y 使得

x5 與 y7 之差為 4；以下我們將說明這是不可

能的。 

x 顯然一定大於 1，因為當 x 等於 1 時，

451 − 與 451 + 都不是 7 的正整數次方。當

2≥x ， x5 的末兩位一定是 25；如果 x5 與 y7 之

差為 4， y7 的末兩位一定是 21 或 29，但是對

任意正整數 y 而言， 

100)  (mod   1 ,43 ,49 ,77 ≡y . 

因此， )2 ,0 ,1(),,( =zyx 是 zyx 3475 =+⋅

唯一的一組非負整數解。 

 

猴子與椰子 

有五個人和一隻猴子一起被困在一座荒

島上。某天，這五人辛苦地從島上各處收集到

n 粒椰子，打算隔天一早大家將椰子平分。 

半夜裡，其中一人因為不信任其他同伴而

悄悄起身來到椰子堆旁，他為了要安撫猴子而

將一粒椰子丟給猴子，並發覺剩下的椰子數剛

好可以平分成五份；這個人將屬於自己的一份

搬到一個隱密的地方藏好後才安心地回去睡

覺。 

過了不久，另一個人也起來了，他做了和

第一個人相同的事：將一粒椰子丟給猴子，剩

下的椰子也剛好可以分成五等份，他也將其中

一份搬到隱密的地方藏好後才回去睡覺。不止

這兩個人，其他三人也都在半夜裡陸續偷偷爬

起來做了相同的事。 

隔天早上，當這五個人一起來到椰子堆旁

邊時，他們發覺剩下的椰子剛好可以分成五等

份。 

請問：n 最小是多少？ 

這是一個有名的問題，英文常稱作 the 

Monkey and Coconuts problem。為了書寫方

便，我們令 5/4=A ，那麼第一個人留下的椰

子數為 )1( −nA ，第二個人留下的椰子數為 

( ) AnAnAA −−=−− )1(1)1( 2  

第三個人留下的椰子數為 

( ) AAnAAnAA −−−=−−− 232 )1(1)1(  

第四個人留下的椰子數為 

AAAnA −−−− 234 )1(  

最後一人留下的椰子數為 

AAAAnA −−−−− 2345 )1(  
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1
)1(
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−
−−−=
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1
15

−
+⎟

⎠
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⎝
⎛

−
−−=

A

A

A
nA  

由題意知此數須為 5 的倍數；由 5/4=A 得 

( ) )5  (mod    044
5

4
5

≡−+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

n  

( ) )5  (mod    14
5

1
5

−≡+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

n  

)5  (mod    1
5

4
5

≡+n
 

因此        15
5

4
5

+=+
k

n
 

4)15(55 −+= kn  

其中的 k 可以是任何不會使得 0<n 的整數，

因此當 0=k 時 n 有最小值： 

3121455 =−=n  

也就是說，一開始的椰子數最少為 3121 粒。 

 

練習題 

以下是幾個與本文相關的問題，提供讀者參

考。 

1. 試證：如果 a 與 b 為已知整數且對任意正

整數 m， )  (mod  0 mbax ≡+ 都有解，那

麼方程式 0=+ bax 一定有整數解。 

2. 分別求出以下兩數的的末兩個數字。 

(1) 100002  (2) 
9999  

3. 證明 4
14

4
3

4
2

4
11599 xxxx ++++= L 沒有整

數解。（提示：模 16） 

4. 求出 123 =− nm 的所有正整數解。 

5. 下面這個數是 7 的倍數：  

99999A88888 LL  

其中的 A 是某個阿拉伯數字，A 的前面及

後面分別有 50 個 8 及 50 個 9。請問 A 是

多少？（提示： 1001|7 ） 

6. 假設當 n 為奇數時，我們定義 !! n 等於

13)4)(2( ⋅−− Lnnn ，當 n 為偶數時則定

義 !! n 等於 24)4)(2( ⋅−− Lnnn 。試證：

!! 2002!! 0012 + 是 2003 的倍數。 

7. 以下是本文椰子與猴子問題的幾個變形，

請分別求出最初的椰子數的最小值。 

(1) 島上有四人而非五人。（答案：765 粒） 

(2) 猴子有兩隻，因此每個人在半夜各丟了

兩粒椰子給猴子。（答案：6242 粒） 

(3) 隔天早上這五人要分椰子時，發覺還是

須先丟一粒椰子給猴子，剩下的椰子才

可分成五等分。（答案：15621 粒） 

 

結語 

同餘式與等式在許多方面類似其實並不

足為奇，因為等式可以說是同餘式在模為 0 時

的特例；當 )0  (mod  ba ≡ ， ba − 為 0 的倍數，

也就是 0，因此 ba = 。 

同餘的記號是大數學家高斯（C.F. Gauss, 

1777−1855）的發明，從西元 1801 年問世以來陸

續為數論引入了相當多新的定理；其基本概念雖

然簡單卻很有用，值得介紹給中學學生。 
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