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數學解題中「因和果」的安排 
許建銘 

高雄市立龍華國民中學

一、前言： 
【問題】如何將 21 個蘋果裝入 4 個籃

子，使得每個籃子裡都裝有奇數個蘋果？

請以數字表示蘋果的數量，然後畫出蘋果

與籃子的配置圖。 

【圖解】圖 1-1 是兩種參考解答： 

 

 

 

 

 

 

【問題】地板上總共鋪有 62 個大小相

同的正方形磁磚(如圖 1-2)。如同平面坐標

一樣，每個方格磁磚都標上一個坐標，能

否從任何一塊開始，每次只能採到相鄰一

塊磁磚上，使每塊磁磚恰被踩過一次，然

後踩遍全部的磁磚？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

【解法】考慮每一個方格內的橫坐標

與縱坐標的和，就會發現相鄰兩個方格內

必然有一個奇數與一個偶數。因此無論從

那一塊磁磚開始出發，一定都是一奇一偶

或一偶一奇相間而行。也就是說想要踩遍

62 格，就一定要有 31 個奇數格與 31 個偶

數格。圖中有 32 個偶數格，而奇數格只有

30 個，所以無法做到。 

【問題】圖 1-3 中，地板上總共鋪有

62 個大小相同的正方形磁磚，能否從任一

塊開始，每次皆以西洋棋(國際象棋)的「馬

步」走法，踩至下一塊磁磚上(走至 32 × 或

23× 之矩形的對角方格內，且無「拐馬腳」

問題)，使每塊磁磚只被踩過一次，然後踩

遍全部的磁磚？ 

【解法】如圖 1-4 中，可將部分方格

塗黑，使得任何兩個相鄰的方格有一個塗

黑，一個沒有塗黑(就以白色看待)。無論

從那一塊磁磚開始出發，一定都是一黑一

白或一白一黑相間而行。也就是 62 格當中

一定是有 31 個黑格與 31 個白格才能全部

被踩完。但圖中有 32 個黑格與 30 個白格，

所以無法做到。 

 

 

 

 

 

(2,8)  (3,8) (4,8) (5,8) (6,8) (7,8) (8,8)

(2,7)  (3,7) (4,7) (5,7) (6,7) (7,7) (8,7) 

(2,6)  (3,6) (4,6) (5,6) (6,6) (7,6) (8,6)

(2,5)  (3,5) (4,5) (5,5) (6,5) (7,5) (8,5) 

(2,4)  (3,4) (4,4) (5,4) (6,4) (7,4) (8,4)

(2,3)  (3,3) (4,3) (5,3) (6,3) (7,3) (8,3) 

(2,2)  (3,2) (4,2) (5,2) (6,2) (7,2) (8,2)

(2,1)  (3,1) (4,1) (5,1) (6,1) (7,1)

(1,2)  

(1,1)  

(1,3)  

(1,4)  

(1,5)  

(1,6)  

(1,7)  

圖 1-2 

7 7 7

4 9 4 4 

圖 1-1 



數學解題中「因和果」的安排 

− 11 − 

【問題】如圖 1-5 中，14 個圓圈表示

14 個城市的位置，而圓圈之間的連線段表

示兩城市間的聯絡道路。請說明是否有一

條路恰好通過每個城市一次？ 

 

 

 

 

 

【解一】如圖 1-6 中，我們恰可將某些

城市塗成黑色，而使所有相鄰的兩城市恰

好一個塗上黑色，一個沒塗上黑色(就以白

色看待)。所以如果有一條路恰可通過所有

城市一次，則必定黑白黑白……或白黑白

黑……而且黑與白的數目剛好都是七個。

但由我們所塗的黑色城市有 8 個，而白色

城市有 6 個，確定沒有一條路可以正好通

過每個城市一次。 

【解二】我們可以由圖 1-7 中發現，有

6 個城市(塗成灰色的圓圈)它們向外的聯絡

道路都有 4 條。但是如果選擇的道路只能

通過每個城市一次，則這 4 條道路當中至

少有 2 條是不能走的，也就是說圖中至少

有 1262 =× 條不能走，而全部的聯絡道路有

24 條，所以最多只剩 12 條道路可走。經由

12 條道路要通過 14 個城市正好一次是不可

能的，所以確定沒有一條路可通過每個城

市正好一次。 

 

 

 

 

以上共安排了四個問題，首先從有趣

的奇偶數問題引起學習動機，然後引導學

生察覺奇偶數與磁磚的配置關係，再進一

步轉化為基本圖論的塗色模型，藉以啟發

學生的多元思考。至於城市的道路問題，

除了延伸圖論的解法外，也提出不同思維

的解題模式，讓學生感受數形樣式的密切

關連與豐富多變。 

數學的解題世界，可以算是一個「因

果輪迴」的世界，而解題思想就在這個來

去更迭的時空裡流轉，有時我們可以發現

因是果，有時又可發現果也是因；有時可

以感覺因還有前因(例如某人以塗色模型解

磁磚問題，可能是被制約的結果；但對某

人而言，塗色模型可能是平面坐標與奇偶

數的學習產物。)，有時可以斷言果還有後

果(例如由磁磚問題的塗色解法聯想到城市

問題的解法，甚至引發察覺到圖 1-6 中，白

色城市向外的聯絡道路都是 4 條，進而找

到城市問題的第二種解法。)。筆者認為一

個「務本」的解題內涵，絕對不只為了達

成「做對答案」的目標而已，對於思考的

起源與流向、策略的運用與調整、知識的

整建與創造，教學者或解題者，皆可為這

些或因或果，做出靈活與妥適的安排。 

 

二、本文： 

【問題一】圖 2-1 是由火柴棒拼成的一

些正方形，若全部有 n 個正方形( 0>n )，則

火柴棒共有多少支？ 

 
 

圖 1-5 圖 1-6
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M 
圖 2-2 

【解答】以下是透過不同的察覺方式與計

算過程得出的結果： 

 

 

n31+⇒  

 

 

13)1(34 +=−+⇒ nn  

 

 

13)1(4 +=−−×⇒ nnn  

 

 

 

13)1(2 +=++×⇒ nnn  

教師在講解第(1)種解法時，與其說：

「一個正方形需要 31+ 根火柴棒，兩個正

方形需要 231 ×+ 根火柴棒……」不如這樣

說：「有人一次拿走三根火柴棒後，察覺到

正方形數目少了一個；如果他一次三根三

根拿走，最後火柴棒只會剩下一根，於是

他 發 現 如 果 要 拼 成 5 個 正 方 形 ， 需 要

16531 =×+ 根火柴棒。由這樣的一個察覺

中，我們可以推得 n 個正方形需要 n31+ 根

火柴棒……」或許有人會問，何必這麼囉

唆呢？因為我們是要培養學生具備良好的

察覺習慣，而不是灌輸「老子說了就算」

的制約樣式，而且沒有合乎常理的建構學

習，除了削弱結論的說服力外，也無法提

升學生的察覺與推理能力。 

【問題二】如圖 2-2，由 A 地到 B 地被

一條等寬的河流橫阻其間，為了兩地的交

通便利，計劃在河面建造一座與河岸(分別

為直線 L 與 M)垂直的橋。請問這座橋該造

於何處，才能使 A、B 兩地的居民有一條最

短的捷徑？ 

 

 

 

 

 

 

【作法一與想法】 

如圖 2-3，設想河寬為零，則 A 與 B 的

捷徑為 BA ′ (圖中 BB ′ 長等於原河寬)，所以

此問題的捷徑長應為 BA ′長再加上河寬。 

(1)作 MBB ⊥′ ，且使 BB ′ 長等於河寬。 

(2)連 BA ′，並交直線 L 於 P 點。 

(3)過 P 作 MPQ ⊥ ，並交直線 M 於 Q 點。 

(4)連 QB 。則 PQ 為橋的建造位置，A 與 B

的捷徑 +AP QBPQ + 。 

 

 

 

 

 

 

 

【說明】在 L 上任取異於 P 點的 P′點，

並作 QP ′′ 垂直於直線 L，且交直線 M 於

Q′ 。 則

PQBAPQBPPAQPBQPA +′<+′′+′=′′+′+′

，所以作法合於所求。 

【作法二與想法】如圖 2-4，設想 A 是

(1) ‥ ‥ 

(2) ‥ ‥ 

(3) ‥ ‥ 

(4) ‥ ‥ 

‥ ‥ 
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M

圖 2-3 

P' 

Q' 
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在 河 岸 邊 的 A′ ， 則 捷 徑 易 推 證 為

CBCA +′ ( CA′ 的長等於河寬)。現多了一段

AA ′，所以可作平行四邊形 CBDA′ ，使 BC

沿 CA 平移至 DA′ ，則此問題的捷徑長應為

AD 長再加上河寬。 

(1)作 AC 垂直於直線 M，且分別交 L 和 M

於 A′和 C。 

(2)連 BC ，並作平行四邊形 CBDA′ 。 

(3)連 AD 交直線 L 於 P 點。 

(4)過 P 作 MPQ ⊥ ，並交直線 M 於 Q 點。 

(5)連 QB 。則 PQ 為橋的建造位置，A 與 B

的捷徑為 +AP QBPQ + 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

作法二的步驟的確比作法一稍多，但

老師不能跟學生說：那是多餘的！ 

下面這道問題是給國一學生作為「三

角形數」與「正方形數」的學後評量： 

【問題三】求下列三個問題的值： 

(1) 5049222120 +++++ L  

(2) 12242524321 +++++++++ LL  

(3) 10112930291110 ++++++++ LL  

【解法與想法】 

(1)學生還記得小學老師 教 過 的 「 梯 形 公

式」，於是這樣算的： 

1085231702)12050()5020( =÷×=÷+−×+

也有學生應用「三角形數」的樣式計算： 

)191821()504921( ++++−++++ LL

10851901275
2

2019
2

5150
=−=

×
−

×
=  

(2)學生直接應用「正方形數」的樣式計算： 

625252 =  

有的學生以「三角形數」的樣式計算： 

62525600
25252425)2421(2

=+=
+×=++++× L

 

也有學生很明顯還是以「梯形公式」計算： 

300224)241( =÷×+ ， 625252300 =+×  

(3)學生直接應用「正方形數」的樣式計算： 

9)1289821(
)1229302921(
−++++++++−

++++++++
LL

LL
 

8109819009930 22 =−−=−−=  

也有學生應用「正方形數」與「三角形數」

的樣式計算如下： 

81010930)9821(2

)1229302921(
2 =×−=++++×−

++++++++

L

LL

仍有學生鍾愛小學時使用的「梯形公式」： 

)11029()2910(29281110 +−×+=++++ L

390220392 =÷×=÷  

81030780302390 =+=+×  

以上每種解法的結果都對。如果由您來評

分，您會給相同的分數嗎？(問題三並不是

出成「選擇」或「填充」的題型。) 

【問題四】 

(1)如圖 2-5 中，兩同心圓的圓心為 O，大小

兩圓的半徑分別為 7 和 4，求畫斜線處的

環狀面積？ 

(2)如圖 2-6 中，兩同心圓的圓心為 O'，大圓

O' 的弦 AB 為小圓 O' 的切線，P 為切點，

A

B 

A' 

C 

D 

P 

Q 

L 

M 

圖 2-4 
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12=AB ，求畫斜線處的環狀面積？ 

(3)如圖 2-8 中，兩同心圓的圓心為 O''，大圓

O'' 的 弦 CD 交 小 圓 O'' 於 E 、 F ，

16=CD ， 10=EF ，求畫斜線處的環狀面

積？ 

【解法與想法】 

(1)環狀面積等於大小兩圓面積相減 

  πππππ 33164947 22 =−=⋅−⋅=  

(2)連 AO′ 和 PO′ (如圖 2-7)，應用○1 圓心與切

點連線垂直於切線○2 弦心距垂直平分弦

○3 勾股定理，可推算出環狀面積為 

  ππππ 366)( 2222
=⋅=⋅=′−′ APPOAO  

(3)有些學生會「如法泡製」，運用第(1)和(2)

小題的解法續解這個小題(如圖 2-9)： 

  連 CO ′′ 和 EO ′′ ，並作 CDPO ⊥′′  

  所以環狀面積 )(
22

EOCO ′′−′′= π  

  )]()[(
2222

EPPOCPPO +′′−+′′= π  

  πππ 39)58()( 2222
=−=−= EPCP  

也有學生會運用第(2)小題的「圖樣」與「結

果：環狀面積
2

AP⋅= π 」解題(如圖 2-10)： 

作圓 O ′′ 切 CD 於 P，所以環狀面積 

=⋅−⋅=
22

EPCP ππ πππ 3958 22 =⋅−⋅  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【問題五】 

(1)如圖 2-11 是一個降落傘的圖形，其中三個

圓弧的半徑都是 2，且弧度皆為 90 度，求

點狀區域的面積？ 

(2)如圖 2-13 是一支花瓶的圖形，其中圓與弧

的半徑皆為 2，三個小弧的度數皆為 90

度，求點狀區域的面積？ 

(3)如圖 2-17 中有四片葉子的圖形，其中四個

圓的半徑皆為 2，求點狀區域的面積？ 

(4)如圖 2-19 中也有四片葉子的圖形，其中圓

與弧的半徑皆為 2，四個小弧的度數皆為

90 度，求點狀區域的面積？ 

(5)如圖 2-20 中有一個風箏圖形，其中正方形

的邊長為 4，兩個半圓弧的半徑為 2，求點

狀區域的面積？ 

(6)如圖 2-22 又是一個降落傘的圖形，其中三

個圓弧的度數皆為 90 度，兩個小弧的半徑

為 2，求點狀區域的面積？ 

(為了減少藉由圖形間的外觀大小比較，而

輕易看出或猜對答案的情形，所以各小題

 

O''

C DE P 

O''

C D E FPF

圖 2-9               圖 2-10 

B

O'

A P
O'' 

C DE F

O
O' 

A BP

圖 2-5              圖 2-6

圖 2-7              圖 2-8 
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的圖形刻意以不同的單位比例畫出。) 

【解法與想法】 

(1)只要如圖 2-12 切拼成矩形，即可計算得點

狀區域面積為 824 =× 。 

(2)有些學生會像圖 2-14 切拼成邊長 22 的

兩正方形，點狀區域面積為

162)22( 2 =× 。 

有些學生會像圖 2-15 切拼成邊長為 4 的正

方形，所以點狀區域面積為 1642 = 。 

也有學生會如圖 2-16 切拼成兩個如圖 2-11

的降落傘，所以點狀區域面積為 1628 =× 。 

(3)如圖 2-18，有學生先算一個 90 度弓形(半

片葉子)的面積為 22
2
12

4
1 22 −=⋅−⋅⋅ ππ ，

所以點狀區域面積為 168)2(8 −=− ππ 。 

也有學生看得出圖 2-16 中有四個如圖 2-11

的降落傘圖形，所以兩片葉子的面積為

822 −×π 84 −= π ，所以點狀區域面積為 

168)84(2 −=− ππ 。 

(4) 點 狀 區 域 面 積 與 第 (3) 題 相 等 ( 也 是

168 −π )，只要將圖 2-17 上面兩片葉子與

下面兩片葉子位置互換，就會像圖 2-16 一

樣。 

  還是有學生看出圖 2-19 中有降落傘的圖

形，於是先計算出兩片葉子的面積為

822 −×π 84 −= π ，所以點狀區域面積為

168)84(2 −=− ππ 。 

(5)有的學生將圖 2-20 割補成圖 2-21，於是算

得點狀區域面積為 84
2
1 2 =× ，也有學生發

現圖 2-20 正方形內的空白區域恰可組成一

個如圖 2-11 的降落傘圖形，所以點狀區域

面積為 8842 =− 。 

(6)這個降落傘圖形的尖部可以一個 24 × 的

矩形面積扣除兩個四分之一的圓面積(有

學生由圖 2-11 的結果或圖 2-23 觀察出)，

求得為 π28 − ，而頭部的弓形面積可由圖

2-23 求得為 42)22(
2
1

4
1)22( 22 −=−× ππ  

所以點狀區域面積 4)42()28( =−+− ππ 。 

當然也有學生善於應用勾股定理：圖 2-24

中，降落傘的頭部 °90 弓形面積等於兩個半

徑為 2 的 °90 弓形的面積和，所以點狀區域

面積為 4)22(
2
1 2 = 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2-11          圖 2-12

圖 2-13          圖 2-14

圖 2-15

圖 2-16 
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【問題六】 

(1)如圖 2-25 之 ABC∆ 中，若 5=AB ，

6=BC ， 7=AC ，且 BCAD ⊥ ，試求 AD。 

(2)如圖 2-26 之梯形 ABCD 中，若 6=AB ，

20=BC ， 8=CD ， 10=AD ，且

BCAD // ，試求梯形 ABCD 面積。 

 

 

 

 

【解法與想法】 

(1)假設 xBD = ，則 xCD −= 6  

由勾股定理可得 2222 )6(75 xx −−=−  

解得 1=x 622415 22 ==−=⇒ AD 。 

若應用海龍公式：先求 9)765(
2
1

=++  

ABC∆ 面積 66)79)(69)(59(9 =−−−=  

所以 62
6

6122
==

∆
=

BC

ABC
AD 。 

(2)如圖 2-27、2-28、2-29、2-30 的作法(作某

個腰的平行線段，或作底邊的垂直線段，

先找出斜線三角形(三邊為 6，8，10)，再

利用此三角形求出梯形的高(有些人察覺

到斜線三角形為直角三角形，直接以兩股

長乘積除以斜邊長求得高；有些人因受到

第(1)小題的問題或圖形影響，仍以(1)的解

法求高)。 

但有人特立獨行(可能受到 BCAD
2
1

= 的

影響)，先算 BCA′∆ (如圖 2-31 是三邊為

12，16，20 的直角 ∆ )面積為

961612
2
1

=×× ，所以梯形 ABCD 面積

72
4
396 =×= 。 
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B CD

A

圖 2-25             圖 2-26 

B C

A D

B C

A D
圖 2-27 

圖 2-28 

圖 2-17           圖 2-18

圖 2-19            圖 2-20

圖 2-21           圖 2-22 

圖 2-23           圖 2-24 
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【問題七】某人在 3 點 x 分看錶出門，8 點 y

分一回到家馬上看錶，他發現了出門與入門

錶上的兩次時刻，時針與分針恰在相反的位

置，請問此人出門及入門的時刻各是幾時幾

分？ 

【解法與想法】如圖 2-32，依題意可得 

⎩
⎨
⎧

−=−
=−

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+×=

+×=

18012
48012

12
135

12
185

yx
yx

xy

yx
 

13
741=⇒ x ，

13
618=y  

此人在 3 點
13
741 出門，8 點

13
618 分入門。 

有位學生因為在整理上面的聯立方程式

時，發現了 60=+ yx ，於是改變解法：也

就是說兩次時刻的分針(或時針)會落在錶

面 12 時之中心線兩側的對稱位置，當然出

門或入門的時、分針指向圓周上的點也是

一樣。 

以 3 點 x 分而言： xx
12
11560 +=−  

13
618

13
741

13
54045

12
13

=⇒==⇒=⇒ yxx  

 

 

 

 

 

 

 

【問題八】如果走樓梯時，每步只能跨一階

或二階，問當階梯數有 10 階與 20 階時，各

有多少種走樓梯的方法？ 

【解法與想法】 

設一階的跨了 a 次，二階的跨了 b 次。 

依題意知 102 =+ ba ， a 、 { }0∪∈Nb  

ba 210−=⇒  

),( ba 有 )0,10( 、 )1,8( 、 )2,6( 、 )3,4( 、

)4,2( 、 )5,0( 共 6 組解。 

故走樓梯的方法共有 

89
!5
!5

!4!2
!6

!3!4
!7

!2!6
!8

!8
!9

!10
!10

=+++++ (種)。 

但是當階梯數為 20 時，上面的算法似

乎有點麻煩！於是做了重新的考量： 

○1 若階梯數只有一階，方法有 1 種：

(1)。 

○2 若階梯數共有兩階，方法有 2 種：

(1,1)、(2)。 

○3 若階梯數共有三階，方法有 3 種：

B C

A D

B C

A D

B C

A(
D)

圖 2-29 

圖 2-30 

B C

A D

A′

圖 2-31

1211 

9 
10

8 
6 7 

1 
2 
3 

4 
5 

12 11 

9 
10 

8 
6 7 

1 
2 
3 

4 
5 

圖 2-32：出門與入門時刻 
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(1,1,1)、(1,2)、(2,1)。 

○4 若階梯數共有四階，方法有 5 種：

(1,1,1,1) 、 (1,1,2) 、 (2,1,1) 、

(1,2,1)、(2,2)。 

○5 若階梯數共有五階，方法有多少種

呢？我們可以這麼想： 

若第一步跨一階，則後四階有 5 種方

法；若第一步跨二階，則後三階有 3

種方法，所以方法共有 835 =+ 種。 

○6 依○5 的討論，可以確認：如果階梯數

共有 n )2( >n 階時，方法有 na 種，則

21 −− += nnn aaa 。 

因此當階梯數為 1 階、2 階、3 階……

時，走樓梯的方法各有 1，2，3，5，8，13，

21，34，55，89……(Fibonacci 數列的部分

項)所以走 10 階樓梯共有 89 種方法。 

不過若要累加算到 20 階，好像也不是

一件輕鬆的事。於是可以考慮採用「剖半」

的方法：既然前 10 階有 89 種方法，後 10

階當然也有 89 種方法，但是方法並不是只

有 289 種，而是還要加上走到第 9 階再跨至

第 11 階這種走法的 255 種。 

所以 20 階樓梯的走法共有 22 5589 +  

13946= 種。 

最後筆者為呼應本文所提有關類化與

察覺的一些觀念，稍加改變了我的學生在

國三復習考考過的一個問題，也藉此給讀

者們動動腦：「如果以問題八的走樓梯方式

走 100 階，那麼走法共有奇數種還是偶數

種呢？而這個數除以 4 的餘數為多少？」 

 

三、結論： 
專研數學方法論的鄭毓信教授，打過

一個有趣的比喻：給你一個水壺，一盒火

柴，請利用水龍頭和煤氣爐燒一壺開水？

一般人可能會這樣做： 

(1)打開水龍頭，將水壺裝滿水； 

(2)點燃煤氣爐； 

(3)將水壺放在煤氣爐上。 

如果水壺已經裝滿了水，那又要怎麼

做呢？有人會說：那不就更簡單！只要照

著(2)和(3)做，兩步就可完成了。 

但 數 學 家 會 說 ： 如 果 倒 掉 水 壺 內 的

水，問題就又回到了原來的條件，既然原

來的問題已經被解決，那麼這個問題也就

得到解決了。 

的確這是數學家考慮解題合理性與延

展性常用的「濃縮」思考法，也是一般人

用來驗證理論真偽的檢核參考。但是理論

上已經燒好了十壺水，實際上可能看不到

半壺開水！譬如甲和尚給乙和尚準備了幾

壺水，無奈乙和尚縱使堅信「水可燒成」

的道理，卻偏偏做了「覆水難收」的舉動，

這還真的應驗俗諺裏和尚一多就沒水喝的

道理呀！理論歸理論，要真把整套理論搬

上活生生的現實舞台，有些做法反倒不可

理喻了。 

同 樣 的 理 由 ， 漠 視 蹲 馬 步 的 基 本 功

法、摒棄慢半拍的解程，像這種只顧速效

近利的解題教學或解題方法，到頭來學生

可能不只不會煮水，還白白把水浪費掉，

那就可惜了！ 

 




