
柯西不等式的推廣 
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我們先回憶一下高中學過的柯西不等式： 

1.1 定理 
設 、 ，ia Rbi ∈ 1=∀i 、 、…、 ，

則我們有 
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其中 ， 、 、…、  0≠ib 1=∀i 2 n
要證這個不等式並不難，我們可以分別利用

幾何(1.2)與代數(1.3)的觀點去證明它： 
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等 號 成 立 時 ⇒ 1cos ±=θ ⇒ °= 0θ 或
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1.3 證明 
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若 或 為 ，ia ib 0 1=∀i 、 、…、 ，則顯
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等號成立時⇒存在一個 且 ， Rt∈ 0≠t
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證明完後，來看看幾個應用的例子： 

 

1.4 例題 
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故可得最大值為 14 、最小值為 14−  
 

1.5 例題 
∆ ABC 三邊長為 6 、 、 ，5 3 P 為其內部

一點，且 P 點到三邊距離分別為 x、 、z ， y

則 之最小值為何？ 222 zyx ++
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又∆ 可被 P 點分成 、 、PAB∆ PBC∆
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1.6 例題 
已知 、 、 、 ，求證 
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證：本題雖無出現平方和，但出現了二次方

根和與一次項和， 

還是可以改變一下題目的形式，套用柯

西不等式： 
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現在，讓我們來試著將柯西不等式做個推
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廣，先看幾個簡單的情況： 
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這是四個的情況，再來看看三個的情形： 
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有了 1.7、1.8 這兩個簡單的 Lemma 後，我

們發現三個和四個的情形都是對的，因此更

有信心能將其推廣至 p 個的情形。眼尖的讀

者或許會發現，我們在 1.7 和 1.8 中，要求

所給定的數須為正數，這是因為在 1.8 中， 
4

ia 、 、  4
ib 04 ≥ic
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⇒ 'ia 、 ' 、  ib 0'≥ic
故為了避免不必要的困擾，我們在此只討論

正數的情況，另外，有興趣的讀者也可自行

驗證一下等號成立的條件。 

以下是 p 個的情況，也就是推廣柯西不等式： 
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Np∈∀ 且  2≥p
注意到右式中的每一項乘積其實是左式中 

相對應位置的 ，
p

ija 1=∀i 、 、…、2 p ， 

j 固定，相乘開 p 次方後所得到的。 

在此，我們將分別利用數學歸納法(1.10)與

算幾不等式(1.11)來證明： 
 

1.10 證明 
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mp 2= Nm∈∀
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況，由數學歸納法， 
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故原式亦成立，由數學歸納法得證。 
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由(1)(2)，我們完成了整個的證明
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故得證 

一樣，有興趣的讀者可以更進一步檢驗等號

成立的條件，在此就不再多作討論。 

現在，讓我們來看看它的應用： 
 

1.12 例題 
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妙之處。 

(法一)： 

設 θθ
θθ

θ sec3csc2
cos

3
sin

2)( +=+=f , 

2
0 πθ <<  

令 0tansec3cotcsc2)(' =+−= θθθθθf  

⇒ 0
cos

sin3
sin

cos2
22 =+

−
θ
θ

θ
θ ⇒ θθ 33 sin3cos2 =  

⇒
3
2tan3 =θ ⇒ 3

3
2tan =θ ，

2
0 πθ <<  

故

( )2133

3

94

2sin
+

=θ ，

( )2133

3

94
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+
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又 

θ
θθθθθθ 4

2
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3
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sincos2sincos3 −⋅−
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0
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2
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2
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2

3

2
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θ
θ

θθ
θ

θ
, 

2
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故 
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2
1
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1

33
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94
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3
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2
2)( +=

+

+

+
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為最小值 

(法二)： Q
θsin

2
、 0

cos
3

>
θ

 
2

0 πθ <<∀  

我們可仿照 1.11 中的證明手法寫出以下兩

個算幾不等式： 

3
2

22

2
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3

sin
2

4
3

cossin
sin
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3
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2
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2
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3
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+
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⎞

⎜
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+
+

+
+
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θ
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θ
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兩式相加得 
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3
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33
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3
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941
3
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
≥=

θθ

 

⇒ ( )2333 94
cos

3
sin

2
+≥+

θθ
 

注意到上述兩式中，兩次的等號會同時成立 
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(法三)： 

Q
2

0 πθ << ⇒ θsin 、 θcos 均為正 

∴由推廣柯西不等式 

( ) ( )33322 94cossin
cos

3
sin

2
cos

3
sin

2
+≥+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
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2
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⎠
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⎜
⎝
⎛ +
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⇒ ( )2333 94
cos

3
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2
+≥+
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故最小值為 ( )2333 94 +  

 

1.13 例題 
已 知 過 定 點 的 某 一 直 線 交)8,1( x 軸 於

、交 軸於 ， 、 ，

則

)0,(aP y ),0( bQ a 0>b

PQ 之最小值為何？ 

解：一樣，此題有不只一種的解法，但可能

都相當繁雜，有興趣的讀者不妨自己動

手試一試。讓我們利用推廣柯西不等式

來解決這一題： 

由截距式可知 181
=+

ba
，且 、  a 0>b

欲求
22 baPQ += 之最小值， 

由推廣柯西不等式： 

( ) ( )322 418181
+≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

baba
ba  

⇒ 5522 ≥+ ba  

故最小值為 55  

瞧，利用推廣柯西不等式是不是很快呢？ 

1.14 例題 
已知 、 、…、 ， ，試證： 1x 2x 0≥nx Nn∈∀
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證：本題其實可由 ， ，為

一凸函數直接看出其結果，但從推廣柯

西不等式的角度來看，卻提供了另一個

簡潔又漂亮的證明。 

pxxf =)( 2≥∀p

Q 1x 、 、…、  2x 0≥nx
由推廣柯西不等式 
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看完了以上三個例子，我相信讀者對推

廣柯西不等式能有更深刻的體會，還有更多

的例子就留給讀者去親身體驗了。文末最後

要感謝台大數學系的陳志明、徐祥峻，以及

中正數研所的趙世偉，共同協助這篇文章的

誕生，也希望這篇文章能夠讓讀過的人都能

夠略有所得，祝福大家！  

− 38 −  


	01_749_____________.PDF
	摘   要
	壹、緒論
	一、學校課程與學生學習
	二、職場工作態度
	三、日常生活與知識運用面

	貳、文獻探討
	一、「後現代」的緣起
	二、後現代社會
	三、傳統教育的延續所帶來社會的負面情形
	四、後現代課程
	(三)、後現代課程之特色(王紅宇譯，1999)
	(四)、九年一貫課程
	(五)、STS教學理念

	參、研究方法與步驟
	一、研究流程：
	二、研究對象：
	三、研究方法與工具：
	四、資料整理與分析
	五、「生活中的電池」模組教學流程如下：

	肆、研究結果與討論
	一、依後現代課程理念設計模組
	二、符合九年一貫課程之分段能力指標

	伍、結論與建議
	一、結論：
	二、九年一貫課程實施STS創新教學之建議：

	參考文獻

	02_743___________.PDF
	一、電腦的應用
	(一)工作程序
	(二)數學溝通
	(三)數學計算
	(四)網頁製作
	1.協助資料搜索
	2.協助資料整理
	3.協助口頭簡報
	4.促進經驗流傳
	5.打知名度
	6.促進學術交流
	7.申請升學就業之預備
	8.網頁本身就是科展的成品

	二、穿大人衣服？
	三、把握科學實驗精神
	四、靈感的來源
	(一)採取最缺乏創意的手段
	(二)由歷史文獻中挖寶
	(三)工具書，百科全書，數學手冊
	(四)數學遊戲
	(五)電腦模擬

	五、培養良好數學習慣
	六、數學表達
	七、數學題材
	(一)平面曲線：
	(二)立體模型：
	(三)數字圖案：

	八、保持對數學的好奇心
	九、表面功夫
	(一)海報
	(二)書面報告
	(三)口頭報告

	十、胸有成竹
	結語
	參考資料

	03_682___________.PDF
	前言
	本文
	結語
	參考資料：

	04_654__________.PDF
	1.1 定理
	1.2 證明
	1.3證明
	1.4例題
	1.5例題
	1.6例題
	1.7引理
	1.8引理
	1.9 定理
	1.10 證明
	1.11 證明
	1.12 例題
	1.13 例題
	1.14 例題

	06_678________.PDF
	目的
	材料
	實驗設計與演示
	實驗設計：

	大氣壓力之演示
	一 、塑膠片上無孔洞與有孔洞：
	二、光碟片中央無紗網或有紗網
	三、掉不下的兩個塑膠杯子

	問題
	結論
	參考資料

	08_670_________.PDF
	前言
	一、說故事的教學目的
	二、說故事的類型與教學方法
	(一)直述科學史
	(二)互動式歷史小品文
	(三)想法論證
	(四)線索思考
	(五)趣味連結
	(六)童話串聯

	結果
	結語
	參考文獻

	09_652____________.PDF
	引言
	會議過程與結果
	攜回的資料：
	誌謝：

	07_751___________.PDF
	壹、前言：
	貳、九九乘算表的兩個物件：
	一、九九數算孔(如圖1)：
	二、九九乘法表(如圖2)：

	參、九九乘算表的三種運用模式：
	一、模式一(如圖3)：
	二、模式二(如圖4)：
	三、模式三(如圖5)：

	肆、結語：




