
數學解題中「消與長」的變化 
許建銘 

高雄市立龍華國民中學 

壹、前言 
問題甲： 

取一張紙撕成 4 片，並將其中一片撕成

4 片，再任取一片撕成 4 片(不管紙片的大

小)，重覆這種規則一直撕下去，最後能否撕

成 2002 片？ 

這個問題的想法是：每撕一張紙片，會

失去原來 1 張紙片，而變成 4 張紙片。也就

是說每撕 1 張紙，紙張數會增加 3，所以紙

張數的變化情形是 LL3331 +++ 當撕紙

的動作結束時，紙張總數是 3 的倍數多 1。

而 餘 1，所以理論上是可以

撕成 2002 片。 

66732002 =÷

 

問題乙： 

表演者請參與者想好一個二位數，然後

要對方將此數先乘以 167 後再加 2500。表演

者待對方報出答案，就能正確說出原二位數

的大小。 

這聽來有點不可思議，其實只要稍微說

明就會了解。假設原二位數為 x ，對方報出

的答案將是 。表演者只要將此

答案的末二位數乘以 3，所得結果的末二位

數就是

2500167 +x

x 了。 

這是因為( )2500167 +x =×3  

75005007500501 ++=+ xxx ， 

所以算值的末二位數就是原二位數。 

 

問題丙： 

將

2000
1

1993
1

1992
1

1991
1

1

++++ LL

 

表示成小數時，其整數部分是多少？ 

解答： 

令

2000
1

1993
1

1992
1

1991
1

++++= LLm  

因為

44444 344444 21
LL

個10
1991

1
1991

1
1991

1
+++<m

199
1

1991
10

<<⇒ m  

又
44444 344444 21

LL

個10
2000

1
2000

1
2000

1
+++>m  

200
1

2000
10

=>⇒ m  

由
199

1
200
1

<< m 可推得
m
1

的整數部分為

199。 
 
問題丁： 

允許將數字 1，2，3，4，5，6，7，8，

9 依序合併為幾個數，也可添上加法運算符

− 21 − 
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號，請問在此規定下，共有多少種方法可以

將它們組合為 144 的等式？ 

圖 1-1：「一消一長」的兩張紙片，

是變化多端的拼圖基本原理。 

解答： 

一 個 二 位 數 ba +10 與 其 數 字 和

相差)( ba + ababa 9)()10( =+−+ 。 

由 45987654321 =++++++++  

而 1199945144 ×==− ，也就是說合

併的十位數字總和要等於 11，由此推得組合

的方式有下列四種： 

(1) 144897653421 =++++++  

(2) 144978645321 =++++++  

(3) 144978653412 =+++++  

(4) 144986745312 =+++++  

 

問題戊： 

求 1、2、3……999、1000，這 1000 個

數的數字總和？ 

解 1： 

我們先求 1 至 999 的數字和，並轉換成數碼

000、001、002……999 的數字和，這 1000

個數碼(含有 3000 個數字)，其中 0 至 9 的 10

個阿拉伯數字各出現 300 次，所以問題的答

案為

135011300)9210( =+×++++ LL 。 

解 2： 

一個二位數 與其數字和 相

差 ；一個三位數

ba +10 )( ba +

a9 edc ++10100 與其數字

和 相差)( edc ++ dc 999 + 。 

由 1 加至 999 的和 499500
2

999)9991(
=

×+  

若將這些數拆成數字再求和，將少掉

486000100)9321()999( =×+++×+ LL

，所以問題的答案為

135011486000499500 =+− 。 

解 2 的觀念雖然承襲問題丁的解法，而

且也比解 1 麻煩，但是同時用來作為解題教

學的題材，不只可以強化學生的位值觀念，

也可以藉此考驗學生的思考細膩度。「消與

長」的變化，是數學解題者經常要面對的問

題。本文除了解答幾個迷思概念外，也舉出

一些靈活運用消長變化的問題解法，如同簡

單的拼圖片設計（如圖 1-1），在每一個摹想

與微動間，或許感應得出解題思維的背後，

潛藏著多姿又和諧的圖相。 

 

 

 

 

 
 

 
二、本文： 
(一)問題 1： 

有一個分數的分子為 ，且分子比分母

的 4 倍多 3，求原分數？ 

y

解： 

由題意推得原分數的分母為
4

3−y
  

 ∴原分數為

4
3−y

y
。 

− 22 − 
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有些數學參考書籍會將答案擴分成
3

4
−y
y

，

其實當我們將分子、分母都乘以 4 倍後，新

分數的分子將比分母的 4 倍多 12。例如分子

時，原分數為11=y
2

11
，但

8
44

42
411
=

×
×

，

此分數的分子比分母的 4 倍多了 12。 

 

(二)問題 2： 

(1)一物品現值 A 元，則先漲 再跌 與

先跌 再漲 ，請問哪一種情況下，

物品的價值較高？ 

%a %a
%a %a

(2)一個矩形的面積為 P，若將長增加 ，

寬減少 ，則與長減少 ，寬增加

，此兩種情況，何者的面積會增減較

多？ 

%k
%k %k

%k

解答： 

(1)  

=

%)1%)](1([ aaA −+

%)1%)](1([ aaA +−= )
10000

1(
2aA −  

所以先漲後跌與先跌後漲都一樣，而物品價

值都較原來少
10000

2 Aa
元。 

(2) 設 原 矩 形 的 長 與 寬 分 別 為 與 ， 由a b
[ ] [ %)1(%)1( kbka ]−×+  

[ ] [ %)1(%)1( kbka ]+×−=  

)
10000

1(
2kab −= )

10000
1(

2kP −=  

由 此 可 推 得 將 長 增 加 ， 寬 減 少

；與長減少 ，寬增加 ，此兩種

情況皆使得原矩形面積減少

%k
%k %k %k

10000

2k
倍。 

圖 2-1 是長增加 ，寬減少 的「消

長變化」結果： 

%k %k

a D A
 

 

 

 

 

 

圖 2-2 是長減少 ，寬增加 的「消

長變化」結果： 

%k %k

 

 

 

 

 

 

 
2

1 %)(%%)]1(%)[( kababkkbkaS −=−××=

%%)(2 abkkbaS =××=  

10000
%)(

2
2

21
PkkabSS −=−=−∴  

2
3 %)(%%)%)](1([ kababkkbkaS −=×−×=

%%)(4 abkbkaS =××=  

10000
%)(

2
2

43
PkkabSS −=−=−∴  

(其實 31 SS = ， 42 SS = ) 

 (三)問題 3： 

某君最初有 64 元，和人打賭六次，結果

贏三次、輸三次，但是輸贏的次序隨意。若

贏與輸的機會相等，且每次賭金是賭時餘錢

圖 2-1 

b

C B

S1 

S2

a D A

圖 2-2 

b

C B S3

S4 
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⎩
⎨
⎧

−=
+=

LL

LL

yx
yx

107035
25025

 
○1  的一半，則最後的結果是輸或贏多少錢？ 

解答： 

令 表開始時的所有賭款，假設第一次賭的

結 果 是 贏 ， 則 第 一 次 賭 後 之 餘 款 為

0R

000 2
3

2
1 RRR =+ 。令 01 2

3 RR = ，假設第二

次 又 賭 贏 ， 結 果 賭 後 的 餘 款 為

0
2

0111 )
2
3()

2
3(

2
3

2
3

2
1 RRRRR ===+ ，故

每贏一次後總餘款為賭時手中錢數的
2
3

倍。 

若第一次賭輸，結果手中餘錢剩 02
1 R ；

假設第二次又賭輸，結果剩 0
2)

2
1( R ，所以每

賭輸一次，手中的餘錢為賭時手中錢數的
2
1

倍。三贏三輸，不論其次序，餘錢總數為

00
33

64
27)

2
1()

2
3( RR = ，即輸掉

000 64
37)

64
27( RRR =− 。因為 640 =R 元，

故輸了 37 元。 

 

(四)問題 4： 

有一列火車通過長 250 公尺的鐵橋，前

後歷時 25 秒；又通過長 1070 公尺的隧道，

車身完全在隧道內的時間是 35 秒，求火車行

進的速率？ 

解 1： 

設火車的行進速率每秒 x 公尺，而車身長為

公尺 y

 

 

○2   
 

○1 +○2 22132060 =⇒=⇒ xx  

所以火車的行進速率每秒 22 公尺。 

解 2： 

將車身「完全通過鐵橋」與「完全在隧道內」

這兩件事完全「拼圖」(或想成連續事件)，

就可以知道火車在 )3525( + 秒內，共行進

)1070250( + 公尺，所以行進速率為每秒

2260
1320 = 公尺。 

 

(五)問題 5： 

某人攔了一部計程車欲追趕已經出發的

遊覽車，計程車司機告訴他：「若以時速 80

公里追趕，要 90 分鐘才能追上；若以時速

90 公里追趕，只需要 40 分鐘就追上了。」

假設遊覽車的行駛速率固定，試問計程車司

機估算遊覽車的時速是多少公里？ 

解 1： 

設計程車於追趕前與遊覽車相距 公里，而

遊覽車時速為

a
x 公里 

7260
6
5

60
3
290

3
2

120
2
380

2
3

=⇒=⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=×=+

=×=+
xx

xa

xa

此解法著重計程車如何逐步抵消與遊覽車的

距離。 

解 2： 

設遊覽車時速為 x 公里 

3
2)90(

2
3)80( ×−=×− xx  

− 24 − 
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7243609720 =⇒−=−⇒ xxx  

此解法著重於兩車共同抵消原先的距離。 

 

(六)問題 6： 

這是一個錯誤的等式： 

121110987654321 =−−−−−−−−−−

請加上一個括號，使等式成立。 

解 1： 

採用試驗法：因為

1611)1098765(4321 =−−−−−−−−−−  

而 ，且 2(6+7-11)=4 41216 =−
所以必須調整括號位置如下： 

12)1110987(654321 =−−−−−−−−−−

解 2： 

假設原式等號左邊加上一個括號後，將使部

分運算結果由原先的 x 變成 x− ，而運算值

仍保持與原來相等的結果令為 ，將可列得

如下二元一次方程組： 

y

 

 

○1 +○2 ⇒ 38762 −=⇒−= xx  

又  38111098 =+++

所以必須調整括號位置如下： 

12)1110987(654321 =−−−−−−−−−−  

(七)問題 7： 

(1)若一 元 二 次 方程 式 的 兩

根為

0132 =−+ xx

α 、 β ，求 βα + 。 

(2)若一 元 二 次 方程 式 的 兩

根為

0132 =++ xx

α 、 β ，求 βα + 。 

 

解答： 

我們應用一元二次方程式之根與係數的關

係，以及 之兩根和

為

02 =++ cbxax )0( ≠a

a
b

− ，兩根差為
a

acb 42 −
。 

(1)由 1
1
1

−=
−

=αβ α⇒ 與 β 異號 

∴ βα + =−= βα  

13
1

)1(1432

=
−××−

 

(2)由 1
1
1
==αβ α⇒ 與 β 同號 

∴ βα + =+= βα 3
1
3
=−  

 

(八)問題 8： 

○1  兄對弟說：「我在你這個年紀的時候，你

只有 5 歲；等你到我這個年紀的時候，我已

經 41 歲了。」求兄弟兩人現年各幾歲？ 

解 1： 

設兄弟兩人現年各 x 與 歲 y

由題意可完成下表 

  

 

 

再由兄弟

⎩
⎨
⎧y
4

解此聯立

 

⎩
⎨
⎧

=+−
−=+

LL

LL

12
64

yx
yx

○2  

 
兄

弟

− 25 − 
過去 現在 未來 
 y x 41 
二人的年齡差不會改變，可推得 

−=−
−=−

yxx
yx

1
5

 

方程式可得 29=x ，  17=y

 5 y x 
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解 2： 

設兄弟兩人年紀相差 歲。由「我在你這個

年紀的時候，你只有 5 歲」，可知 年前，弟

弟 5 歲；由「你到我這個年紀的時候，我已

經 41 歲」，可知 年後，哥哥 41 歲。 

a
a

a
如果一個人 年前 5 歲， 年後 41 歲，則

 

a a
182)541( =÷−=a

但 兄 弟 兩 人 現 在 已 相 差 歲 ， 所 以

 

a
123)541( =÷−=a

可 解 得 兄 現 年 291241 =− 歲 ； 弟 現 年

歲(或171229 =− 17125 =+ 歲)。 

 

(九)問題 9： 

因式分解  4222222 )(2)( cbacba ++−−
解 1： 

利用「十字交乘法」： 

原式

 

422222 )(2)()( cbacbaba ++−−+=

])][()[( 2222 cbacba −−−+=

))()()(( cbacbacbacba −−+−−+++=

解 2： 

原式

 

224222222 4)(2)( cbcbacba −+−−−=
22222 )2(])[( bccba −−−=

)2)(2( 222222 bccbabccba −−−+−−=

])(][)([ 2222 cbacba +−−−=
))()()(( bacbacba + cbac −−++−−+=

 

(十)問題 10： 

 

計算

)
51
1

41
1

31
1

21
1()

41
1

31
1

21
1

11
1( +++×+++  

)
41
1

31
1

21
1()

51
1

41
1

31
1

21
1

11
1( ++×++++−

的值。 

解 1：令 =a
51
1

41
1

31
1

21
1

11
1

++++  

⇒  求值式

)
51
1

11
1()

11
1()

51
1( −−×−−×−= aaaa

561
1

11
1

51
1

=×=  

解 2：只考慮互有消長的部分： 

)
51
1

41
1

31
1

21
1()

41
1

31
1

21
1

11
1( +++×+++  

)
41
1

31
1

21
1()

51
1

41
1

31
1

21
1

11
1( ++×++++−

−×+++=
51
1)

41
1

31
1

21
1

11
1( )

41
1

31
1

21
1(

51
1

++×  

561
1

11
1

51
1

=×=  

 

(十一)問題 11： 

已知 ，求0142 =+− xx 4
4 1

x
x + 之值。 

解 1： 

解得 32 ±=x 代入

4
4 1

x
x + ⇒ 4

4 1
x

x + =
4

4

)32(
1)32(
±

+±  

+± 35697

 

= +± 35697
35697

1
±

=

 

− 26 − 



數學解題中「消與長」的變化 

)35697)(35697(
35697
±±

±
 

= +± 35697 97 194356 =m  

解 2： 

令 4
4 1

x
x + =  等號兩邊同乘以  A 4x

⇒ 0148 =+⋅− xAx (*)LL  

原方程式改寫成  兩邊平方後整

理  

xx 412 =+

⇒ 24 141 xx =+

再平方整理  ⇒ 01194 48 =+− xx
與 式比較後解得(*) A 194=  

解 3： 

Q原方程式的  0≠x

∴方程式兩邊同除以 x ⇒ 41
=+

x
x  

4
4 1

x
x + = 2)1( 2

2
2 −+

x
x =

1942)216(22)1( 2
2

2 =−−=−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

x
x  

 
三、結論： 

台灣有句俗諺：「有聽到聲，沒看到影。」 

我常將它比喻為一個充滿神秘感的環境。相 

信不少人在很小的時候有過這種經驗，就是

一件東西突然從自己的視線逃開時，會懷疑

它是不是消失了。就像媽媽躲在物體的後

面，小女孩會急著想哭；媽媽喊了幾聲小女

孩的名字，小女孩開始引頸張望期盼；等到

媽媽再度現身，小女孩轉而破涕為笑。小孩

子常對一些東西的消失與重現感到又驚又

喜。 

皮亞傑 (Piaget)在觀察一個四個月大的

嬰兒時發現，嬰兒在吃奶時偶然捉到媽媽的

手指頭，就開始觸發他捕捉媽媽手指頭的樂

趣，媽媽如果將手指頭移開，嬰兒便開始追

捕，捉到就展露笑容。慢慢長大，才發覺捉

迷藏是一件多麼有趣的事。 

一個從事教育的人如果能夠體悟萬物消

長的變化常理，進而認清生命的本質與學習

的意義，就可以更加了解並隨時實踐教育的

使命，以幫助人類探索與解釋那個曾經消失

或已經出現或未來可能發生的真相。如果生

活與學習的經驗，能夠適時融入「困惑的誘

惑」；如果課堂上能夠偶然激起一絲又驚又喜

的情意和趣味，相信學生會更珍惜即使短暫

卻無限美好的學習際會，也唯有學生真心歡

喜的努力付出過，有朝一日他才會盡其所學

所能做出對社會的正面回饋，我們的社會才

會充滿永續的愛與關懷。 

 

− 27 − 
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