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在全部無窮多個整數中，有沒有哪些數

算得上是「完美」（perfect）的數？您可能會

覺得這個問題的答案見仁見智，要看每個人

對「完美」如何定義而定，不過對數學家而

言，哪些數堪稱「完美」卻有公認的標準，

一點也不含糊。 

 

完美數 
大約與歐幾里得同一個時代（西元前三

世紀左右）的希臘數學家發現在全部無窮多

個整數中，有極少數整數具有以下特性：將

一個數除了本身以外的所有因數相加的結果

等於該數本身；他們認為這是一個相當美妙

的性質，因此將符合此性質的數稱為「完美

數」（perfect numbers）。 

最小的完美數是 6，因為 6 的因數有 1、

2、3、6 等四個（本文只考慮正整數），而 1 + 

2 + 3 = 6；下一個完美數是 28，它的真因數

有 1、2、4、7、14 等，而 28147421 =++++ 。 

下一個完美數是多少呢？除了將正整數

由小而大一個一個嘗試之外，有沒有什麼方

法可以較有效率地找出更多的完美數呢？ 

 

因數的和 
讓我們看看一個質數有沒有可能同時也

是一個完美數。假設 p 是任意一個質數，那

麼 p 的因數只有 1 與 p 兩個，除了 p 以外的

因數就只有 1，而 1 顯然不等於 p，因此任何

一個質數都不可能是完美數。 

數學上通常將一個正整數 N 的所有因數

（包括本身）的和記作 )(Nσ ，因數的個數

則記作 )(Nτ ，因此 12)6( =σ ， ，而4)6( =τ

56)28( =σ ， 6)28( =τ ；當 N 為質數時，

NN += 1)(σ ， 2)( =τ N 。如果 N 是完美數，

)(Nσ 很顯然會等於 ；反過來說也成立：

如果

N2

NN 2)( =σ ，N 一定是完美數。 

一個完美數有沒有可能是某個質數的平

方，或三次方，或任意整數次方呢？如果 p

是質數，那麼一個形如 的數除了本身以外

還有 

ap

1, p, , ……,  2p 1−ap

等 a 個因數，由等比級數的求和公式可知這

些因數的和為 
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由於 p 至少為 2（最小的質數），因此分母的

)1( −p 至少為 1，上式等號右邊的分式的值

顯然一定小於 ，因此一個完美數不可能是

某個質數的整數次方（也就是不可能只有一

個質因數）。 

ap

讓我們試試更複雜一點的數。一個形如

（p 與 q 為相異質數）的數有沒有可能

是完美數呢？以 為例，下表列出了它所

有的因數： 

baqp
32qp
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上表的每個數都可寫為 的形式，

其中

βα qp

20 ≤≤α 且 30 ≤≤ β ，因此 總共有

個因數。上表的第二列是將

第一列的各數乘以 p 而得，第三列是將第二

列的各數乘以 p（也相當於將第一列的各數

乘以 ）而得。當我們要將 的所有因

數 相 加 時 ， 由 於 第 一 列 的 四 個 數 的 和 為

，第二列的和為第一列的 p

倍 ， 第 三 列 的 和 為 第 一 列 的 倍 ， 因 此

的所有因數（包括本身）的和為 

32qp

12)13)(12( =++

2p 32qp

)1( 32 qqq +++
2p

32qpN =

)1)(1()( 322 qqqppN +++++=σ . 

請注意此時 。 )()()( 32 qpN σσ=σ

一般而言，如果某數 （p 與 q

為相異質數），那麼它的所有因數的和

ba qpN =

)(Nσ

等於 
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而且 。 )()()( ba qpN σσ=σ

如果 呢？此時前面的表中

的數全都是 N 的因數，表中所有的數的 r 倍、

cba rqpN =

2r 倍、……、 cr 倍也全都是 N 的因數；因此

N 的所有因數（包括本身）的和為表中的數

的和的 倍。 )1( 2 crrr ++++ L

一般而言，如果某數 N 經質因數分解得

，那麼 N 的所有因數（包括本

身）的和

Lcba rqpN =

)(Nσ 為 
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LL )1( 2 crrr ++++  

= L⋅
−
−

⋅
−
−

⋅
−
− +++

1
1

1
1

1
1 111

r
r

q
q

p
p cba

 

而且 ；N 的因數

個數

L)()()()( cba rqpN σσσσ =

)(Nτ 則等於 L)1)(1)(1( +++ cba 。 

 

具特定形式的完美數 
考慮具以下形式的數： ，其中

的 p 為大於 2 的質數。有了上述討論，我們

立即知道 N 的所有因數（包括本身）的和為 

apN 2⋅=

12
12
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如果 N 是完美數， )(Nσ 一定等於 ，此時 N2

pppN aaa 11 2)2(2)12)(1()( ++ =⋅=−+=σ

pp aaa 111 2)12()12( +++ =−+−  

12 1 −= +ap . 

所以如果 是質數，

必為完美數。當然，這並不表示如果

不是質數， 就一定不是完美數。 

)12( 1 −+a aa 2)12( 1 −+

)12( 1 −+a

aa 2)12( 1 −+

形如 的數有可能是質數，也有

可能不是。從幾個較小的 n 來看： 

)12( 1 −+n

1=n ：  312 11 =−+

623 1 =⋅=N 一定是完美數； 

2=n ：  712 12 =−+

2827 2 =⋅=N 一定是完美數； 

3=n ： 不是質數 1512 13 =−+

4=n ：  3112 14 =−+

496231 4 =⋅=N 一定是完美數； 

5=n ： 不是質數 6312 15 =−+

6=n ：  12712 16 =−+

81282127 6 =⋅=N 一定是完美數。 

利用這個方法，我們的確可以找出一些
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完美數，不過一個一個嘗試畢竟不方便；所

幸對某些 n 而言，我們其實一眼就能看出

不是質數。基本上，如果 不是

質數（例如 ，s 與 t 皆大於 1），那

麼   

)12( 1 −+n 1+n

stn =+1

1)2(1212 1 −=−=−+ tsstn  

由因式分解得 

)1)2()2)((12(1)2( 1 +++−=− − stssts L  

此數顯然不是質數。因此只有當 為

質數時， 才有可能是質數；我們如

果要利用上述方式繼續找出更多完美數，並

不需要嘗試 n = 7, 8, 9 的情形（因為 = 8, 

9, 10 都不是質數）；

1+n

)12( 1 −+n

1+n

6=n 之後下一個值得一

試的 n 是 10（因為 1+n  = 11 為質數），再下

一個是 12，再下一個是 16 等。另外，形如

的完美數顯然全都是偶數（都是

「偶完美數」）。 

nn 2)12( 1 −+

隨著n的增大， 的大小增加得非

常快（注意n是位於指數），因此即使我們只

針對會使得 為質數的n來判斷

是否為質數，這項工作所涉及的計算還是很

快就會趨於複雜，形如 的完美數

其實只有最前面幾個較容易被找到，這是為

什麼在

)12( 1 −+n

1+n )12( 1 −+n

nn 2)12( 1 −+

歐幾里得的時代所知的完美數只有 6, 

28, 496, 8128 等四個，而儘管又過了兩千多

年，在廿世紀電腦發明之前已知的完美數才

又增加了 8 個而已（這讓這少數幾個完美數

顯得彌足珍貴而益發「完美」）。 

形如 的完美數是否有無窮多

個？這個問題的答案到目前為止還沒有人知

道；另一個尚待解決的難題是「有沒有任何

一個完美數是奇數？」目前已知的完美數全

為偶數，而且全都具有上述 的形

式。下面這個問題很早就有答案了：「是否所

有 的 偶 完 美 數 一 定 具 有 的 形

式？」答案出人意料地竟然是肯定的！以下

我 們 介 紹 大 數 學 家

nn 2)12( 1 −+

nn 2)12( 1 −+

nn 2)12( 1 −+

尤 拉 （ Leonhard Euler, 

1707−1783）對這個問題的証明。 

 

尤拉的証明 
假設 N 是任意一個偶數，N 必可寫為

的形式，其中的 u 為奇數且 。N 的

所有因數的和為 

un2 1≥n

)()12()()2()( 1 uuN nn σσσσ −== +  

如果 N 為完美數， )(Nσ 一定會等於

，也就是說， N2

uu

uuu

uuu

n

n

nnn
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+
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2

222)()12(

1

1

11 σ

 
uuun =−−+ ))()(12( 1 σ  

由上式可知等號左邊的 ))(( uu −σ 一定

是右邊的 u 的因數，但 ))(( uu −σ 同時也是 u

除了本身以外的所有因數的和，唯一的可能

是 u 除了本身以外的因數只有一個，也就是

1（任何整數一定有一個因數為 1），此時 u

為質數而且 )。因此任何偶完美數

一 定 具 有 的 形 式 ， 而 且 其 中 的

一定是質數。 

12( 1 −= +nu
nn 2)12( 1 −+

)12( 1 −+n

上述証明在尤拉去世後才發表出來，晚

年的尤拉很可能不靠紙跟筆，閉著眼睛就想

出來了（尤拉去世前雙眼失明長達十餘年）。 

 

幾個有趣的性質 
以下是幾個與完美數有關的性質。 
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性質一： 

除了最小的 6 之外，其他每個偶完美數

都滿足以下性質：將一個偶完美數的各個位

數相加，再將結果的各個位數相加，如此重

覆直到剩下一個阿拉伯數字為止，此數字必

為 1 。 舉 例 來 說 ， 496 為 偶 完 美 數 ， 而

，19694 =++ 1091 =+ ， 。 101 =+

要說明原因，首先注意由於 4（ ）

除以 3 的餘數為 1，因此 4 的任意正整數次

方（也就是 2 的任意正偶數次方）除以 3 的

餘數必定是 1。 

22=

每 個 偶 完 美 數 都 具 有 的 形

式，其中的 為質數，因此 可能

的值除了 2 之外全為奇數。當 為奇數

時，n 為偶數，因此存在某個整數 k 使得 

nn 2)12( 1 −+

)1( +n )1( +n

)1( +n

132 += kn  

等號兩邊同時乘以 2，得 

262 1 +=+ kn  
1612 1 +=−+ kn  

因此 

1918

)13)(16(2)12(
2

1

++=

++=−+

kk

kknn

 

所以 除以 9 的餘數為 1。由於

任何數除以 9 的餘數必定會等於原數的各個

位數的和除以 9 的餘數（見本刊第 246 期「神

奇的數字 9」），因此上述除了 6 以外的偶完

美數都滿足的性質成立的原因就很明顯了。 

nn 2)12( 1 −+

為什麼第一個偶完美數 6 較特殊呢？因

為 ，此時的 為 2，是唯

一不是奇數的質數。 

111 2)12(6 −= + )1( +n

 

性質二： 

每個偶完美數的個位數必為 6 或 8。 

原因同樣不難理解。每個偶完美數都具

有 的 形 式 ， 其 中 的 為 質

數 ； 我 們 先 考 慮

nn 2)12( 1 −+ )1( +n

2)1( >+n 的 情 形 ， 此 時

)1( +n 為奇數，一定可以寫為 或

的形式。 

14 +k 34 +k

如果 141 +=+ kn （ ），那麼 1≥k

kk

kknnN
16)1162(

2)12(2)12( 4141

⋅−⋅=
−=−= ++

 

由於 的個位數一定是 6（很明顯），因此

的個位數一定是 1，此時完美數 N

的個位數為 6。 

k16

)1162( −⋅ k

如果 341 +=+ kn （ ），那麼 0≥k

kk

kknnN

164)1168(

2)12(2)12( 24341

⋅⋅−⋅=

−=−= +++

 

其中 的個位數一定是 7， 的

個位數一定是 4，因此 N 的個位數為 8。 

)1168( −⋅ k k164 ⋅

當 2)1( =+n 時對應到最小的完美數 6，

同樣滿足此性質；因此每個偶完美數的個位

數必為 6 或 8。 

 

性質三： 

每個偶完美數的所有因數的倒數之和必

定等於 2。例如 6 與 28 為偶完美數，而 

2
6
1

3
1

2
1

1
1

=+++  

2
28
1

14
1

7
1

4
1

2
1

1
1

=+++++ . 

 

性質四： 

每個偶完美數 都是由 1 開始

的連續 個正整數的和。由此可知每

nn 2)12( 1 −+

)12( 1 −+n
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個偶完美數都是所謂的「三角數」（triangular 

number）。例如： 

3216 ++=  

765432128 ++++++= . 

 

性質五： 

除了 6 之外的每個偶完美數

都是由 1 開始的連續 個正奇數的三次方

的和。例如： 

nn 2)12( 1 −+

2/2n

2=n ： 33 3128 +=  
4=n ： 3333 7531496 +++=  
6=n ： 

3333

3333

1513119
75318128
+++
++++=

 

以上三個性質不難由讀者自行加以證

明。最後我們來看一個與 )(Nσ 及 )(Nτ 有關

的性質。 

 

性質六： 

對任意正整數 N 而言，如果 )(Nσ 是質

數，則 必為質數。 )(Nτ

我們前面已經看過，如果 N 可質因數分

解為 ，則 Lcba rqpN =

L)()()()( cba rqpN σσσσ =  

因此如果 是質數，N 一定只有一個

質因數，也就是說，N 一定是形如 的數；

這樣的 N 的所有因數之和為 

)(Nσ
ap

1
1)(

1

−
−

=σ
+

p
pN

a

 

N 的因數個數則是 1)( +=τ aN 。 

要証明性質六，我們接下來只須証明「若

為質數，則 為質數」

即可，這又相當於証明「若 不是質數，

則 必不是質數」。 

)1/()1( 1 −−+ pp a )1( +a

)1( +a

)1/()1( 1 −−+ pp a

如果 )1( +a 不是質數，那麼必定存在正

整數 s 與 t（皆大於 1）使得 ，此時 sta =+1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

=
−
−

=
−
−+

1
1

1
1)(

1
1

1
11

p
p

p
p

p
p

p
p s

s

tssta

 

必是兩個分別都大於 1 的整數的乘積；因此

如果 )1( +a 不是質數， 也必

定不是質數。 

)1/()1( 1 −−+ pp a

 

練習題 

以下是幾個與本文相關的問題，提供讀

者參考。 

1. 找出所有擁有正好 30 個因數同時本身也

是 30 的倍數的正整數。（答案：720, 1200, 

1620, 4050, 7500, 11250） 

2. 試證：若 a 與 b 互質，則 )(abσ  = 

)()( ba σσ 。 

3. 說明為什麼每個偶完美數表示成二進位數

後由左而右一定是連續一些 1 緊接著連續

一些 0，其中 1 的個數為質數，而 0 的個

數則比 1 少一個。 

4. 數列 1, 6, 15, 28, 45, 66,…所含的數稱為

「六角數」（hexagonal number）；下圖說明

了六角數名稱的由來： 

15 28 451 6  
試證：每個偶完美數都是六角數。 

 
結語 

一個可表為 且其中的p為質數的

數通常稱為

)12( −p

梅森數（Mersenne numbers），記

− 42 − 



完美的數 

作 ，因法國數學家（也是一位傳教士）

Marin Mersenne（1588−1648）而得名。 

pM

當然， 未必是質數，例如 pM

892320471211
11 ⋅==−=M  

1784814783886071223
23 ⋅==−=M  

即不是質數；當 為質數時，這種質數稱

為

pM

梅森質數（Mersenne primes）；世界上已知

的最大質數常是梅森質數。由本文可知，每

一個梅森質數都對應到一個偶完美數，因此

每發現一個新的梅森質數就同時發現了一個

新的偶完美數。 

前 面 已 經 提 過 ， 隨 著 n 的 增 大 ，

增加得相當快，因此儘管現代電

腦的計算能力日新月異，在尋找新的

nn 2)12( 1 −+

梅森質

數方面也確實提供了相當大的幫助，但是新

的梅森質數（及偶完美數）並沒有因為有了

電腦的幫助而可以輕易地被找出來；到目前

（2002 年 11 月）為止，世界上已知的偶完

美數的個數還不到 40 個。 

下表統計了從歐幾里得的時代（約西元

前三世紀）至今所找到的梅森質數的個數，

其中從 1952 年開始的梅森質數都是由電腦

幫忙找到的： 

發現年代 個數 

?? ~ 約 300 B.C. 4 
約 300 B.C. ~ 1951 8 

1952 ~ 1961 8 

1962 ~ 1971 4 

1972 ~ 1981 3 

1982 ~ 1991 4 

1992 ~ 2001 8 

目 前 已 知 的 梅 森 質 數 中 最 大 的 數 為

，因此已知的最大偶完美數為

，在十進制中，它總共有

8107892 個位數。 

)12( 13466917 −

1346691613466917 2)12( −

與完美數相關的研究在數學的發展史上

曾經是相當熱門的領域，許多大數學家（如費

馬與尤拉）曾經在研究完美數的過程中發現

新的定理及証明技巧，其中某些發現（如費

馬的小定理及尤拉對質數分布的分析等）對

現代數論的發展有著深遠的影響。 

世界上到底有沒有奇完美數呢？這個歷

史悠久的難題從歐幾里得的年代延宕至今依

然得不到確切的答案，不過經過了這麼多年

的研究，數學家已經整理出一些任何一個奇

完美數（如果存在的話）一定會具備的性質，

例如：它一定會大於 ，它一定會有大於

的質因數，它一定會有至少八個不同的

質因數等。 

30010
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除了奇完美數的個數外，偶完美數是否

有無窮多個？ 梅森 數中是否有無窮多個合

數？這許多與完美數有關的問題目前「暫時」

還沒有解答；他們正挑戰著現代的數學家，

而且很可能將持續挑戰未來的數學家。 

讓我們期盼在我們有生之年看得到這些

問題能有「完美」的結局。 
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