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翻 棋 分 類 問 題 
   葉均承 

臺北市立第一女子高級中學 

一、研究動機 
有一個常常可以看到的 “翻棋” 問題： 

在 33× 方格中有九顆棋子  (棋子的正面

是黑色，反面是白色)，每次把某一行或某一

列的棋子全部翻面叫作一次 A 操作，請問可

否經過有限次的 A 操作，將某個圖形中的棋

子都變成黑色? 

一般討論數學遊戲的書中把上述的問題

從 33× 方格推廣到 nn × 方格。另外每次把某

一行或某一列或某一個對角線的棋子全部翻

面叫作一次 B操作，也有不少的書把上述的

問題中 A 操作改為 B操作來討論。 

如果經過有限次 A 操作(或 B操作)可以

把圖 X 變成圖 Y，則我們稱圖 X 與圖 Y 為

相同 A-類（或相同 B-類），否則圖 X與圖 Y

屬於不同的 A-類。沒有書籍討論到一般

nn × 方格翻棋分類的問題，所謂“ nn × 方

格翻棋分類問題” 是問： 

所有的
2

2 n 個 nn × 方格棋子圖形到底 

可以分成多少個不同的 A-(或 B-)類?  

在本篇論文裡，除了能仔細研究這個問 

題，將所有的
2

2 n 個 nn × 方格棋子圖形分類 

(A-類或 B-類)之外，我還把研究翻棋分類問

題由平面 nn × 方格推廣到立體 nnn ×× 方

格。在討論立體 nnn ×× 方格翻棋分類問題

時，我們需要考慮到 C操作。所謂一次 C操

作是指每次把某個平面上的某一行或某一列

或某一個對角線的棋子全部翻面。將所有

333 ×× 方格和所有 444 ×× 方格的棋子圖形

分類(C-類)。 

 

二、研究過程 

1.將所有的
2

2 n 個 nn × 方格棋子圖形
分成不同的A-類 
為了方便起見，我們把 nn × 方格中格子

的位子編號為（ ), ji 其中 nji ≤≤ ,1 。(見圖

一)。把第 i列的棋子全部翻面叫作 ix 操作； 

把 j行的棋子全部翻面叫作 jy 操作。A 操作

是指 ix 操作或 jy 操作。令圖 X為一個 nn ×  

方格棋子圖形，如果圖 X的最上一列及最左

邊的一行的棋子都是白色，則我們稱圖 X為

標準 A 圖形（見圖二）。圖二中灰色部份是

指棋子的顏色可能是黑色也可能是白色，標

準 A 圖形共有
2)1(2 −n 種。 

 y1 
操作 
↓ 

y2 
操作 
↓ 

…  yn 
操作 
↓ 

1x 操作→  (1,1) (1,2) …  (1,n) 

2x 操作→  (2,1) (2,2) …  (2,n) 
…  …  …  …  …  

nx 操作→  (n,1) (n,2) …  (n,n) 
圖一  

w w w w 
w (2,2) …  (2,n) 
…  …  …  …  
w (n,2) …  (n,n) 
圖二 標準 A圖形(w代表白色) 
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引理一：  

令圖 X 為一個 nn × 方格棋子圖形，經

過有限次 A 操作後，我們可以把圖 X變成標

準 A 圖形。 

證明：  

如果圖 X 中方格(i,1) 的棋子顏色是黑

色，則我們利用 ix 操作 (“列翻面”)來把最左

邊一行的方格(i,1) 的棋子變成白色，但是圖

形的最左邊一行其餘方格的棋子都是不變。

再來若圖 X中方格(1,j) 的棋子顏色是黑色， 

其中 j > 1，則我們利用 jy 操作 (“行翻面”) 

來把最上一列的方格 (1,j) 的棋子變成白

色，但是圖形的最上一列其餘方格的棋子及

最左邊一行其餘方格的棋子都是不變。這樣

我們把圖 X變成標準 A 圖形。 

由引理一，我們可以把問題從所有
2

2 n 的

圖形分類縮減到
2)1(2 −n 個標準 A圖形分類。 

引理二：  

令 ),;,( lkjiM 為 nn × 方格中四個方格

),(),,(),,(),,( kjljkili 的棋子所成的集合，其中

lkji ≠≠ , （見圖三黑色部份），則圖 X 經

過有限次 A 操作後，圖 X 中任何一個

),;,( lkjiM 裡的黑色棋子個數的奇偶性不變。 

證明：  

由於經過一次 ix 操作， jx 操作， ky 操 

作或 ly 操作後，結果是把圖 X中 ),;,( lkjiM

裡的兩個棋子翻面;經過一次 sx 操作或 ty 操
作 lktjis ,,, ≠≠ 後，結果是把圖 X 中

),;,( lkjiM 裡零個棋子翻面。所以經過有限

次 A 操作後，圖 X 中任何一個 ),;,( lkjiM  

裡的黑色棋子個數的奇偶性保持不變。 

 

(1,1) (1,2) …  (1,k) …  (1,l) …  (1,n) 
(2,1) (2,2) …  (2,k) …  (2,l) …  (2,n) 
…  …  …  …  …  …  …  …  

(i,1) (i,2) …  (i,k) …  (i,l) …  (i,n) 
…  …  …  …  …  …  …  …  

(j,1) (j,2) …  (j,k) …  (j,l) …  (j,n) 
…  …  …  …  …  …  …  …  

(n,1) (n,2) …  (n,k) …  (n,l) …  (n,n) 

圖三. 黑色的方格所成的集合 ),;,( lkjiM  

定理一：  

所有的
2

2n 個 nn × 方格棋子圖形恰好可

以分成
2)1(2 −n 不同的 A-類。 

證明： 
令圖 X 與圖 Y為兩個不同的標準 A 圖

形，其中圖 X 與圖 Y中 ),( ji 棋子的顏色不

同。則圖 X 與圖 Y中 ),1;,1( jiM 裡的黑色棋

子個數的奇偶性不同。由引理二，經過有限

次 A 操作後，圖 X與圖 Y中 ),1;,1( jiM 裡的

黑色棋子個數的奇偶性永遠不同。所以圖 X

與圖 Y 屬於不同的 A-類。所以我們證明
2)1(2 −n 種不同的標準 A 圖形都屬於不相同的

A-類。由引理一，我們證明所有的
2

2 n 個 nn ×

方格棋子圖形恰好可以分成
2)1(2 −n 不同的 A-

類。 

 

2.將所有的 2

2 n 個 nn × 方格棋子圖形分

成不同的B-類 

把 nn × 方格棋子圖形中從左上角 (1,1)

到右下角 (n,n)對角線的棋子全部翻面叫作

1d 操作;把從右上角(1,n)到左下角 (n,1)對角

線的棋子全部翻面叫作 2d 操作。B操作是指  

ix 操作或 jy 操作或 1d 操作或 2d 操作。顯然 

由定義可以知道 A 操作也是 B操作。令圖 X

為一個 33× 方格的棋子圖形，如果圖 X中除
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了(3,2)和(3,3)之外的棋子都是白色，則我們

稱圖 X為標準 B 3圖形（見圖四），圖四中灰

色部份是指棋子的顏色可能是黑色也可能是

白色。標準 B 3圖形共有四種。 

w w w 
w w w 
w   

引理三：  

令圖 X為一個 33× 方格的棋子圖形，我

們可以把圖 X中  

(i)(2,2)的棋子翻面，但是其餘方格的棋子顏

色不變。 

(ii)(2,3)及(3,2) 的棋子翻面，但是其餘方格

的棋子顏色不變。 

證明：  

(i) 經過 21231 ,,,, ddxyy 操作後，結果

只是圖 X中(2,2)的棋子翻面，但是其餘方格

的棋子顏色不變。(ii) 經過 1321 ,,, dxxy 操作

後，結果剛好是圖 X中(2,3)及(3,2)的棋子翻

面，但是其餘方格的棋子顏色不變。 

引理四： 
令圖 X為一個 33× 方格的棋子圖形，經

過有限次 B操作後，我們可以把圖 X變成標

準 B 3圖形。 

證明： 
由引理一，我們可以把圖 X變成同類的

標準 A圖形。由引理三，我們可以把圖 X中

(2,2) 和(2,3)的棋子變成白色，但是圖形的最

上一列及最左邊一行的棋子都是不變。這樣

我們把圖 X中除了(3,2)和(3,3)之外的棋子都

是白色。也就是標準 B 3圖形。 

定理二：  

所有的 92 個 33× 方格的棋子圖形恰好可

以分成四種不同的 B-類。 

證明：  

令圖 X為一個標準 B 3圖形，令 P為 33×

方格中 (1,2),(1,3), (2,1),(2,3),(3,1),(3,2)的棋

子所成的集合。由於經過一次 B操作後，結

果只是把圖X中 P與 )3,1;3,1(M 裡的兩個或零

個棋子翻面。所以經過有限次 B 操作後，P

與 )3,1;3,1(M 裡的黑色棋子個數的奇偶性保

持不變（見圖五黑色部份）。所以我們證明四

種標準 B 3圖形都屬於不相同的 B-類。由引

理四，我們證明所有的 92 個 33× 方格棋子圖

形恰好可以分成四不同的 B-類。 

)3,1;3,1(M              P 

 

 

圖五  

令圖 X為一個 44× 方格的棋子圖形，如

果圖 X中的最上一列，最左邊的一行及(2,4)

的棋子都是白色，則我們稱圖 X為標準 B 4圖

形。圖六中灰色部份是指棋子的顏色可能是

黑色也可能是白色（見圖六）。標準 B 4圖形

共有 82 種。 

w w w W 
w 1 2 w 
w 3 4 5 
w 6 7 8 

引理五：  

令圖 X為一個 44× 方格的棋子圖形，我

們可以把圖 X 中(2,3),  (2,4), (3,2),(3,4),(4,2)

和(4,3)的棋子翻面，但是其餘方格的棋子顏

色都是不變。 

證明：  

經過 14321 ,,,, dxxxy 操作後，結果只是

圖四 標準 B3圖形  

(w代表白色)

圖六 標準 B4圖形  

(w代表白色) 
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圖 X 中(2,3), (2,4),(3,2),(3,4), (4,2)和(4,3)的棋

子全部翻面，但是其餘方格的棋子顏色都是不

變。 

引理六： 
令圖 X為一個 44× 方格的棋子圖形，經

過有限次 B操作後，我們可以把圖 X變成標

準 B 4圖形。 

證明： 
由引理一，我們可以把圖 X變成同類的

標準 A圖形，也就是指圖形的最上一列及最

左邊的一行的棋子都是白色。由引理五，我

們可以把圖 X中(2,3)的棋子變成白色。但是

圖形的最上一列、最左邊一行方格內棋子的

顏色都是不變這樣我們把圖 X 變成標準 B 4

圖形。 

引理七：  

令圖 X為一個 44× 方格的棋子圖形，經

過有限次 B 操作後，圖 X 中任何一個

),1;,1( iiM 或 ),;,1( njiM 裡的黑色棋子個數的

奇偶性不變，其中 i+j = n +1。 

證明： 
由引理二，經過一次 sx 操作或 ty 操作

後，1≦s,t≦n，，結果是圖 X 中任何一個

),1;,1( iiM 或 ),;,1( njiM ，其中 i+j = n +1，裡

的黑色棋子個數的奇偶性不變。經過一次 1d

操作後，結果是把圖 X中 ),1;,1( iiM 的兩個棋

子和 ),;,1( njiM 零個棋子翻面。經過一次 2d

操作後，結果是把圖 X中 ),1;,1( iiM 的零個棋

子和 ),;,1( njiM 兩個棋子翻面。所以經過一

次 B 操作後， ),1;,1( iiM 或 ),;,1( njiM 裡的黑

色棋子個數的奇偶性不變。因此經過有限次

B 操作後，圖 X 中任何一個 ),1;,1( iiM 或

),;,1( njiM 裡的黑色棋子個數的奇偶性不

變，其中 i+j = n +1。 

定理三：  

所有的 162 個 44 × 方格的棋子圖形恰好

可以分成 82 不同的 B-類。 

證明： 
令圖 X 與圖 Y 為兩個不同標準 B 4圖

形，其中圖 X 與圖 Y 中 ),( ji 棋子的顏色不

同。 

(1)當 )3,3(),2,2(),( =ji 或 )4,4( ，則圖 X與圖 Y

中 ),1;,1( iiM )4( =n 裡的黑色棋子個數的

奇偶性不同。由引理七，經過有限次 B操

作後，圖 X與圖 Y中 ),1;,1( iiM 裡的黑色棋

子個數的奇偶性永遠不同。所以圖 X與圖 Y

屬於不同的 B-類。 

(2) 當 )3,2(),( =ji ， 則 圖 X 與 圖 Y 中

),;,1( njiM )4( =n 裡的黑色棋子個數的奇

偶性不同。由引理七，經過有限次 B操作

後，圖 X與圖 Y中 ),;,1( njiM 裡的黑色棋

子個數的奇偶性永遠不同。所以圖 X與圖

Y屬於不同的 B-類。  

(3)當 )4,3(),( =ji ，則圖X與圖 Y中 )4,1;3,2(M

裡的黑色棋子個數的奇偶性不同。經過一

次 B操作後，結果只是把圖X中 )4,1;3,2(M

的兩個或零個棋子翻面。所以經過有限次

B 操作後，圖 X 與圖 Y中 )4,1;3,2(M 裡的

黑色棋子個數的奇偶性永遠不同。所以圖

X與圖 Y屬於不同的 B-類。 

(4)當 )2,4(),( =ji 或 )3,4( 或 )2,3( ，令 ),( jiP 為

44 × 方 格 中 ),1,2(),4,2(),4,1(),,1(),,( jji  

)1,(i 的棋子所成的集合 ( )2,4(),( =ji 或

)3,4( 或 )2,3( )。則圖 X與圖 Y中 ),( jiP  裡
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的黑色棋子個數的奇偶性不同。經過一次

B操作後，結果只是把圖 X中 ),( jiP 的兩

個或零個棋子翻面。所以經過有限次 B操

作後，圖 X與圖 Y中 ),( jiP 裡的黑色棋子

個數的奇偶性永遠不同。所以圖 X與圖 Y

屬於不同的 B-類。所以我們證明 82 個標

準 B 4圖形都屬於不相同的 B-類。由引理

六，我們證明所有的 162 個 44 × 方格棋子

圖形恰好可以分成 82 不同的 B-類。 

令圖 X 為一個 nn × )5( ≥n 方格棋子圖

形，如果圖X的最上一列,最左邊的一行，(2,3)

及(2,n)的棋子都是白色，則我們稱圖 X為標

準 B n圖形（見圖七）， 

w w w … w w 

w (2,2) w …  w 

w …  …  …  …  

w …  …  …  …  

w (n,2) (n,3) …  (n,n) 

圖七 Bn圖形(w代表白色) 

圖七中灰色部份是指棋子的顏色可能是

黑色也可能是白色，標準B n圖形共有
2)1( 2

2 −−n

種。這樣我們可以把問題從所有
2

2 n 的圖形分

類縮減到 2)1( 2

2 −−n 個標準 B圖形分類。  

引理八：  

令圖 X 為一個 nn × )5( ≥n 方格的棋子

圖形，經過有限次 B操作後，我們可以保持

圖 X 中恰好滿足下列條件之一的 ),( yx 方格

棋子顏色不變，但是其餘方格的棋子全部翻

面。其中 

(i) )1( =x  或 )1( =y 或 )( yx = ; 

(ii)(a)當 n 為偶數， 1( =x 或 )n 或 1( =y 或 )n

或 )( yx = 或 )1( +=+ nyx ; 

(b)當 n 為奇數 1( =x 或 )n 或 1( =y 或 )n 或

yx =( 但是 ),
2

1+
≠=

n
yx 或 1( +=+ nyx

但是 x≠y)。 

證明：  

(i)經過 1321 ,,...,,, dxxxy n 操作後，結果只是

圖 X 中 )1( =x 或 )1( =y 或( yx = )的 ),( yx

方格內棋子被翻面二次或沒翻面過，所以

顏色不變，但是其餘方格內的棋子全部只

被翻面一次，所以顏色改變。 

(ii)經過 211321 ,,,...,,,, ddxxxyy nn − 操作

後，結果只是 

(a)當 n 為偶數，圖 X 中 1( =x 或 )n 或

1( =y 或 )n 或 )( yx = 或 )1( +=+ nyx 的

),( yx  方格內棋子被翻面二次或沒翻

面過，所以顏色不變，但是其餘方格內

的棋子全部只被翻面一次，所以顏色改

變;  

(b)當 n 為奇數 ，圖 X中 1( =x 或 )n 或 

1( =y 或 )n 或 yx =( 但是 ),
2

1+≠= nyx  

或 1( +=+ nyx 但是 x≠y) 的 ),( yx 方格

內棋子被翻面二次或沒翻面過，所以顏

色不變，但是其餘方格內的棋子全部只

被翻面一次，所以顏色改變。 

引理九：  

令圖 X為 nn × ( 5≥n )方格的棋子圖形， 

經過有限次 B操作後，我們可以把圖 X變成

標準 B n圖形。 

證明：  

由引理一，我們可以把圖 X變成同類的

標準 A圖形。由引理八(i)，我們可以把圖 X

中 (2,n)的棋子變成白色，但是圖形的最上一



科學教育月刊 第 251期 中華民國九十一年七月 

− 14 − 

列 1( =y )及最左邊一行 1( =x )方格內棋子的

顏色都是不變。由引理八 (ii)，我們可以把圖

X 中方格 (2,3) 內的棋子變成白色，但是圖

形的最上一列 1( =y )，最左邊一行 1( =x )及  

(2,n) 方格內棋子的顏色都是不變。這樣我們

把圖 X變成標準 B n圖形。 

為了證明兩個不同標準 B n圖形圖 X 與

圖 Y屬於不同的 B-類。我們會在棋子圖形中

找到一些方格(恰好只包含標準 B n圖形中一

個灰色方格 ),( ji )。圖 X與圖 Y在這些方格

裡的黑色棋子個數的奇偶性不同，而且經過

有限次 B 操作後，圖 X 與圖 Y 在這些方格

裡的黑色棋子個數的奇偶性保持不變。我們

將按照灰色方格 ),( ji 的位置討論四類不同

圖形 X。 

引理十：  

令 5≥n 為整數。當 n=2k+1 為奇數 且

i=j=k+1 時，令 ),( nnC 為 nn × 方格的棋子圖形

中八個方格(1,1),(1,3),(1,i),(1,n),(2,3),(2,n),(i,1),(i,i)

所成的集合;當(i,j)不是上述情形時(即當 n 為

偶數或當 n=2k+1 為偶奇數 且(i,j)≠(k+1, 

k+1))，令 ),( jiP 為 nn × 方格的棋子圖形中六個

方格(1,j),(1,n),(2,1), (2,n),(i,1),(i,j)所成的集合，

),( jiQ 為六個方格(1,j),(1,3),(2,1),(2,3), (i,1),(i,j)所

成 的 集 合 。 ),1;,1( iiM 為 四 個 方 格

(1,1),(1,i),(i,1),(i,i)所成的集合，則經過有限次 B

操作後，圖 X 中任何一個 ),( jiP ， ),( jiQ ，

),( nnC 和 ),1;,1( iiM 裡的黑色棋子個數的奇偶

性不變。   

證明：  

經過一次 B操作後，結果只是把圖 X中

),( jiP ， ),( jiQ ， ),( nnC 和 ),1;,1( iiM 裡的零

個、兩個或肆個棋子顏色改變。所以經過有

限次 B 操作後， ),( jiP ， ),( jiQ ， ),( nnC 和

),1;,1( iiM 裡的黑色棋子個數的奇偶性不變

（見圖八，九，十）。  

(1,1) (1,2) (1,3) …  (1,i)   …  (1,2k+1) 

(2,1)  (2,3)      (2,2k+1) 

         

…    …  …    …  …  

(i,1)   …  (i,i)   …  (i,2k+1) 

…  …   …  …    …  …  

…  …   …  …    …  …  

(2k+1,1)   …  (2k+1,i)   …  (2k+1,2k+1) 

圖八 黑色方格所成的集合是 ),( nnC  

圖九. 黑色方格所成的集合是 ),( jiP  

圖十. 黑色方格所成的集合是 ),( jiQ  

定理四：  

當 5≥n ，所有的
2

2 n 個 nn × 方格的棋子

圖形恰好可以分成 2)1( 2

2 −−n 不同的 B-類。 

證明：  

令圖 X 與圖 Y 為兩個不同標準 B n圖

形，其中圖 X 與圖 Y 中 ),( ji 棋子的顏色不

同，其中方格 ),( ji 是標準 B n圖形中灰色方

格。我們將按照灰色方格 ),( ji 棋子的位置分

成八種情形（見圖十一，十二）， 每一種情

(1,1) (1,2) …  (1,j) …  (1,n) 
(2,1)     (2,n) 
…   …  …  …  …  

(i,1)  …  (i,j) …  (i,n) 

…   …  …  …  …  
(n,1)  …  (n,j) …  (n,n) 

(1,1) (1,2) (1,3) …  (1,j) …  (1,n) 
(2,1)  (2,3)    (2,n) 

…   …  …  …  …  …  
(i,1)   …  (i,j) …  (i,n) 
…   …  …  …  …  …  

(n,1)   …  (n,j) …  (n,n) 
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形我們會在圖 X與圖 Y中找到一些相同位置

的方格(恰好只包含標準 B n圖形中一個灰色

方格 ),( ji )。圖 X 與圖 Y在這些方格裡的黑

色棋子個數的奇偶性不同，而且經過有限次

B操作後，圖 X與圖 Y中在這些方格裡的黑

色棋子個數的奇偶性永遠不同。所以圖 X與

圖 Y屬於不同的 B-類。 

圖十一 8x8方格表的八種棋子位置 

(1)當 n 為奇數 而且
2

1+
==

n
ji ，則圖 X 與

圖 Y中 ),( nnC 裡的黑色棋子個數的奇偶 

性不同。由引理十，經過有限次 B 操作  

後，圖 X 與圖 Y 中 ),( nnC 裡的黑色棋子

個數的奇偶性永遠不同 (例如圖十二中

(i,j)=(5,5) ,n=9，則 )3,1;4,2(M 包含八個方格

(1,1),(1,3),(1,5),(1,9),(2,3),(2,9),(5,1), (5,5))。所以

圖 X與圖 Y屬於不同的 B-類。  

(2)當 n 為偶數而 且 niji ,...,3,2, == 或 當 n 

為奇數 而 且 ,...,3,2, == iji  ,
2

1−n  

2
3+n n..., ，則圖 X與圖 Y中 ),1;,1( iiM 裡  

的黑色棋子個數的奇偶性不同。由引理

十，經過有限次 B 操作後，圖 X 與圖 Y

中 ),1;,1( iiM 裡的黑色棋子個數的奇偶性

永遠不同(例如圖十一，十二中(i,j)=(3,3)，

則 )3,1;3,1(M 包含四個方格(1,1),(1,3),(3,1), 

(3,3))。所以圖 X與圖 Y屬於不同的 B-類。 

(3)當 2,...,5,4,2 −== nji ，則圖 X 與圖 Y中

),3;,1( jiM (即 ),3;2,1( jM )裡的黑色棋子個

數的奇偶性不同。經過一次 B操作後，圖

X 中 ),3;,1( jiM 裡的兩個或零個棋子翻

面。所以經過有限次 B操作後， ),3;,1( jiM

裡的黑色棋子個數的奇偶性永遠不同(例

如圖十一，十二中(i,j)=(2,4)，則 )4,3;2,1(M 包

含四個方格(1,3),(1,4),(2,3),(2,4))。所以圖 X與

圖 Y屬於不同的 B-類。 

(4)當 nnnij ,13,...,5,4,3 −−== 和 ，則圖 X 與

圖 Y 中 ),1;,2( jiM (即 )3,1;,2( iM )裡的黑色

棋子個數的奇偶性不同。經過一次 B操作

後，圖 X 中 ),1;,2( jiM 裡的兩個或零個棋

子翻面。所以經過有限次 B 操作後，

),1;,2( jiM 裡的黑色棋子個數的奇偶性永

遠不同(例如圖十一，十二中(i,j)=(4,3)，則

)3,1;4,2(M 包含四個方格 (2,1),(2,3),(4,1) , 

(4,3)) 。所以圖X與圖 Y屬於不同的 B-類。 

(5)當 1,...,4,3, −== ninj ，則圖 X 與圖 Y 中

),1;,2( jiM (即 ),1;,2( niM )裡的黑色棋子個

w w w w w w w w 

w 2 w 3 3 3 7 w 

w 8 2 8 8 7 8 5 

w 8 4 2 7 8 8 5 

w 8 4 7 2 8 8 5 

w 8 7 8 8 2 8 5 

w 7 4 8 8 8 2 5 

w 6 4 6 6 6 6 2 

w w w w w w w  w 

w 2 w 3 3 3 3 7 w 

w 8 2 8 8 8 7 8 5 

w 8 4 2 8 7 8 8 5 

w 8 4 8 1 8 8 8 5 

w 8 4 7 8 2 8 8 5 

w 8 7 8 8 8 2 8 5 

w 7 4 8 8 8 2 2 5 

w 6 4 6 6 6 6 6 2 

圖十二  9x9方格表的八種棋子位置 
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數的奇偶性不同。經過一次 B操作後，圖

X 中 ),1;,2( jiM 裡的兩個或零個棋子翻

面。所以經過有限次 B操作後， ),1;,2( jiM

裡的黑色棋子個數的奇偶性永遠不同(例

如圖十一，十二中(i,j)=(3,n)，則 ),1;3,2( nM 包

含四個方格(2,1),(2,n),(3,1),(3,n))。所以圖 X

與圖 Y屬於不同的 B-類。 

(6)當 1,...,5,42, −== njni 和 ，則圖 X 與圖 Y

中 ),( jiP  (即 ),( jnP )裡的黑色棋子個數

的奇偶性不同。由引理十，經過有限次 B

操作後，圖 X與圖 Y中 ),( jiP 裡的黑色棋

子個數的奇偶性永遠不同(例如圖十一，

十二中 (i,j)=(n,2)，則 )2,(nP 包含六個方格

(1,2),(1,n),(2,1), (2,n),(n,1),(n,2))所成的集合。

所以圖 X與圖 Y屬於不同的 B-類。 

(7)當 1,...,3,2,1 −=≠+=+ nijinji 且 則圖 X

與圖 Y中 ),( jiP 裡的黑色棋子個數的奇偶

性不同。由引理十，經過有限次 B 操作

後，圖 X與圖 Y中 ),( jiP 裡的黑色棋子個

數的奇偶性永遠不同(例如圖十一，十二

中 (i,j)=(n-2,3)，則 )3,2( −nP 包含六個方格

(1,3),(1,n),(2,1), (2,n),(n-2,1),(n-2,3))。所以圖 X

與圖 Y屬於不同的 B-類。 

(8)當 ),( ji 是標準 B n 圖形中(圖七 )灰色部

份)，但不屬於(1)~(7)的方格。則圖 X 與

圖 Y中 ),( jiQ 裡的黑色棋子個數的奇偶性

不同。由引理十，經過有限次 B操作後，

圖 X與圖 Y中 ),( jiQ 裡的黑色棋子個數的

奇偶性永遠不同 (例如圖十一，十二中

(i,j)=(3,2) ， 則 )2,3(Q 包 含 六 個 方 格

(1,2),(1,3),(2,1),(2,3), (3,1),(3,2))。所以圖 X與

圖 Y屬於不同的 B-類。 

所以我們證明
2

2 n 個標準 B n圖形都屬於 

不相同的 B-類。由引理九，我們證明所有的
2

2 n 個 44× 方格棋子圖形恰好可以分成

2)1( 2

2 −−n 不同的 B-類。 

 

3.將所有的 333 ×× 方格和所有 444 ××

方格的棋子圖形分成不同C-類    

在討論三維翻棋分類問題時，為了方便

起見，我們把 nnn ×× 方格中格子的位子編

號為（ ),, kji 其中 nji ≤≤ ,1 。（見圖十三） 

(1,1,1) (1,2,1) …  (1,n,1) (1,1,2) (1,2,2) …  (1,n,2) (1,1,n) (1,2,n) …  (1,n,n) 
(2,1,1) (2,2,1) …  (2,n,1) (2,1,2) (2,2,2) …  (2,n,2) (2,1,n) (2,2,n) …  (2,n,n) 

…  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  
(n,1,1) (n,2,1) …  (n,n,1) 

 

(n,1,2) (n,2,2) …  (n,n,2) 

…  

(n,1,n) (n,2,n) …  (n,n,n) 

圖十三  

所謂一次 C操作是指每次把某個平面上的某

一行或某一列或某一個對角線的棋子全部翻面

( iX = 平面， jY = 平面， kZ = 平面( nkji ≤≤ ,,1 )

或 YX = 平面， ZX = 平面， ZY = 平面，或

1+=+ nYX 平面， 1+=+ nZX 平面，或

1+=+ nZY 平面)。由定義顯然可以知道C操作

是某個平面上的 B 操作。令 ),;,;,( tslkjiR 為

nnn ×× 方 格 中 八 個 方 格

),,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,( tljsljtkjskjtlislitkiski

，其中 tslkji ≠≠≠ ,, 。 

令圖 X為一個 333 ×× 方格的圖形，如果

w w w w w w w w w 
w w w w w w w w w 
w w w 

 

w w w 

 

w w  

圖十四 標準 C3圖形(w代表白色) 
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圖 X 中除了(3,3,3)之外的棋子都是白色，則

我們稱圖 X為標準 C 3圖形（見圖十四），圖     

九中灰色部份是指棋子的顏色可能是黑色也

可能是白色。標準 C 3圖形共有 2種。  

引理十一 :  

令圖 X為 333 ×× 方格的棋子圖形, 經過  

有限次 C操作後，我們可以只把圖X中(3,3,2)

的棋子翻面，但是其餘方格的棋子顏色不變。 

證明： 
由下列的 C 操作 (黑色方格部份是指方

格的棋子翻面)。

                  
                  
   

 

   

 

   
→ 

   

 

   

 

   
→ 

 

                  
                  
   

 

   

 

   
→ 

   

 

   

 

   
→ 

 
         
         
   

 

   

 

   

第 一 個 操 作 是 在 YX = 平 面 上 之

ZYX == 直線上方格的棋子全部翻面，第

二個操作是在 2=X 平面上之 2=Y 直線上

方格的棋子全部翻面，第三個操作是在 3=X

平面上之 3=Y 直線上方格的棋子全部翻

面，由引理三，第四個操作是把 1=Z 和 2=Z

平面上之方格(2,2)的棋子全部翻面（見圖十

五）。 

引理十二： 

令圖 X為 333 ×× 方格的棋子圖形, 經過

有限次 C操作後，我們可以把圖 X變成標準

C 3圖形。 

證明：  

把圖 X 中線 jYiX == , 的棋子全部翻

面，我們可以把圖 X 中 1=Z 平面的棋子都

變成白色。由引理四，我們可以把圖 X 中

2=Z 平面 3=Z 平面的棋子圖形都變成標

準 B 3圖形。由引理四，我們可以把圖 X 中

3=X 平面的棋子圖形都變成標準 B 3圖形

(見圖十六)。

 
w w w w w w w w w w w w w w w w w w 
w w w w w w w w w w w w w w w w w w 
w w w 

 

w   

 

w   
→ 

w w w 

 

w w  

 

w w  
圖十六(w代表白色)  

由引理十一，我們可以把圖形中(3,3,2)

的棋子翻面，但是其餘方格的棋子顏色不

變。這樣我們把圖 X變成標準 C 3圖形。 

定理五：  

所有的 272 個 333 ×× 方格的棋子圖形恰

好可以分成兩種不同的 C-類。 

圖十五 
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證明： 
令圖 X 與圖 Y 為兩個不同標準 C 3圖

形，其中圖 X與圖 Y中(3,3,3)棋子的顏色不

同。經過一次 C操作後，結果只是把圖 X中

)3,1;3,1;3,1(R 的兩個或零個棋子翻面。所以

經過有限次 C操作後，圖 X中 )3,1;3,1;3,1(R

裡的黑色棋子個數的奇偶性永遠不同。所以

圖 X與圖 Y屬於不同的 C-類。所以我們證 

明
2

2 n 個標準 C 3圖形都屬於不相同的 C-類。 

由引理十一，我們證明所有的 272 個 333 ×× 方

格棋子圖形恰好可以分成兩種不同的 C-類。 

圖十二中灰色部份是指棋子的顏色可能

是黑色也可能是白色，其餘方格的棋子的顏

色是白色，則我們稱這種圖形為標準 4C 圖形

(見圖十七)。標準 4C 圖形共有 192 種。

w w w w w w w w w w w w w w w w 
w w w w w   w w w  w w   w 
w w w w 

 

w   w 

 

w    

  

w    
w w w w  w w w w  w      w    

圖十七 標準 4C 圖形(w代表白色) 

引理十三 :  
令圖 X為 44× 方格的棋子圖形, 經過有

限次 C操作後，我們可以只把圖 X中六個方

格(2,3)， (2,4)， (3,2)，(3,4)，(4,2)， (4,3)內

的棋子翻面，但是其餘方格的棋子顏色不變。 

 

 

 
 

圖十八  
證明： 

經過 244 ,, dyx 操作，我們只把圖 X中六

個方格(2,3)，(2,4)，(3,2)，(3,4)，(4,2)，(4,3)

內的棋子翻面，但是其餘方格的棋子顏色不

變(見圖十八)。我們證明本引理。 

引理十四： 

令圖 X為 444 ×× 方格的棋子圖形 ,經過

有限次 C 操作後，我們可以只把圖 X 中

)4,3;4,2;3,2(R 裡的棋子翻面，但是其餘方格的

棋子顏色不變。 

證明：  

由引理下列的 C操作(見圖十九，二十，

二十一，黑色方格部份是指方格的棋子翻

面)，我們證明本引理。

                 
                 
                
    

 

  █ █ 

 

 █  █ 

 

 █ █  

圖十九  

                 
          █    █  
      █        █  
    

 

   █ 

 

 █ █ █ 

 

 █ █  

圖二十 

    
  █ █ 
 █  █ 
 █ █  
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         █ █   █ █  
                
    

 

    

 

 █ █  

 

 █ █  

圖二十一 

第一個操作是在 4=X 平面上作引理十

三之操作，第二個操作是在 3=Y 平面上作

引理十三之操作，第三個操作是在 YX = 平

面上作引理十三之操作。 

引理十五： 

令圖 X 為 444 ×× 方格的棋子圖形, 經

過有限次 C操作後，我們可以把圖 X變成標

準 4C 圖形。 

證明：  

把圖 X中線 jYiX == , 中方格內的棋子

全部翻面我們可以把圖 X 中 1=Z 平面中方

格內的棋子都變成白色（見圖二十二）。

w w w w             
w w w w     

 
        

w w w w             
w w w w 

 

    
 

    

 

    

圖二十二 w代表白色. 

由引理六，我們可以把圖 X 中 2=Z 平

面， 3=Z 平面和 4=Z 平面的棋子圖形都變

成標準 B 4圖形（見圖二十三）。

w w w w w w w w w w w w w w w w 
w w w w w   w 

 
w   w w   w 

w w w w w    w    w    
w w w w 

 

w    
 

w    

 

w    

圖二十三 w代表白色. 

由引理六，我們可以把圖 X 中 3=X 平

面， 4=X 平面， 2=Y 平面和 3=Y 平面的棋

子圖形都變成標準 B 4圖形（見圖二十四）。

w w w w w w w w w w w w w w w w 
w w w w w   w w   w w   w 
w w w w w   w w    w    
w w w w 

 

w w w w 

 

w    

 

w    

圖二十四 w代表白色. 

再作引理十四之操作，我們可以只把圖

X 中 3=Z 平 面 上 的 (2,2,3),(2,3,3),  

(4,2,3),(4,3,3)及 4=Z 平面上的四個方格

(2,2,4),(2,3,4),(4,2,4),(4,3,4)內的棋子翻面，但

是其餘方格的棋子顏色不變。所以我們可以

把圖 X 中 3=Z 平面上之方格(2,2,3)的棋子

翻面，但是圖二十四中方格內的白色棋子(方

格內標號為 w的部份)不變。這樣我們把圖 X

變成標準 4C 圖形(見圖二十五)。
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w w w w w w w w w w w w w w w w 
w w w w w   w w w  w w   w 
w w w w w   w w    w    
w w w w 

 

w w w w 

 

w    

  

w    

圖二十五 w代表白色，灰色部份是指棋子的顏色可能是黑色也可能是白色 

定理六：  

所有的 642 個 444 ×× 方格棋子圖形可以

分成 192 個不同的 C-類。 

證明： 
令圖 X 與圖 Y 為 444 ×× 方格的標準

4C 圖形, 其中圖 X與圖 Y中 ),,( kji 棋子的

顏色不同。 

(i) 當 =),,( kji (2,2,2),(3,3,2)，則圖 X與圖 Y

中 ),1;,1;,1( kjiR 裡的黑色棋子個數的奇偶

性不同，而且經過一次 C 操作後，只有

把圖 X中 ),1;,1;,1( kjiR 裡的兩個或零個棋

子翻面。所以經過有限次 C 操作後，

),1;,1;,1( kjiR 裡的黑色棋子個數的奇偶性

永遠不同。因此圖 X與圖 Y屬於不同的

C-類。 

(ii) 當 ),,( kji =(2,3,2),(3,2,2)，則圖 X與圖 Y

中 )2,1;4,;4,( jiR 裡的黑色棋子個數的奇偶

性不同，而且經過一次 C 操作後，只有

把圖 X中 )2,1;4,;4,( jiR 裡的兩個或零個棋

子翻面。所以經過有限次 C 操作後，

)2,1;4,;4,( jiR 裡的黑色棋子個數的奇偶性

永遠不同。因此圖 X與圖 Y屬於不同的

C-類。 

(iii)當 ),,( kji 為標準
4C 圖形之灰色部份標號

為 5~19 時，我們找出 444 ×× 方格棋子

圖形中某些方格所成的集合 T(i) (下列圖

形的黑色部份)，其中 i=5,6,… ,19，使得

圖 X與圖 Y中 T(i)裡的黑色棋子個數的

奇偶性不同，而且經過一次 C 操作後，

只有把圖 X 中 T(i)裡的兩個或零個棋子

翻面。所以經過有限次 C 操作後，圖 X

與圖 T(i)中 T 裡的黑色棋子個數的奇偶

性永遠不同。因此圖 X與圖 Y屬於不同

的 C-類。 

  T(5). 

                
    █   █ █   █     
    █   █ █   █     
    

 

    

 

    

  

    

  T(6). 

    █   █ █   █     
                
                
    

 

█   █ 

 

█   █ 

  

    

  T(7). 

    █ █ █ █ █ █ █ █     
█ █ █ █     █ █ █ █     
                
█ █ █ █ 

 

█ █ █ █ 
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  T(8). 

█  █      █  █      
                
█  █      █  █      
    

 

    

 

    

  

    

   T(9) 

    █ █ █ █ █ █ █ █     
 █  █      █  █     
                
 █  █ 

 

█ █ █ █ 

 

█  █  

  

    

   T(10). 

 █  █      █  █     
    █   █ █   █     
 █  █ █   █ █ █       
    

 

    

 

    

  

    

   T(11). 

    █   █ █   █     
 █  █      █  █     
                
 █  █ 

 

█   █ 

 

█ █   

 

    

   T(12). 

                
█   █         █   █ 
█   █         █   █ 
    

 

    

 

    

  

    

  T(13). 

█   █         █   █ 
                
                
█   █ 

 

    

 

    

  

█   █ 

  T(14). 

    █ █ █ █ █ █     █ █ 
█ █ █ █     █ █     █ █ 
                
█ █ █ █ 

 

█ █ █ █ 

 

    

  

    

  T(15). 

    █  █      █  █  
                
  █ █ █   █     █  █  
  █ █ 

 

  █ █ 
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T(16). 

  █ █ █ █   █ █     █ █ 
█ █   █   █ █ █   █   █ 
                
█ █ █ █ 

 

 █  █ 

 

    

  

█  █  

  T(17). 

        █ █   █ █   
        █ █   █ █   
                
    

 

    

 

    

  

    

  T(18). 

     █  █      █  █ 
█   █         █   █ 

 █  █ █   █     █ █   
█ █   

 

█ █   

 

    

  

    

  T(19). 

 █  █ █ █   █ █    █  █ 
█ █   █   █ █ █   █   █ 
                
█   █ 

 

 █  █ 

 

    

  

█ █   

 
三、討論 

如果只要計算  ”所有的
2

2 n 個 nn × 方

格棋子圖形到底可以分成多少個不同的

A-(或 B-)類?” 我們可以用令另一種簡單

方法來計算: 
(一)A-類 .由於只有 2n 種不同的一次 A 操

作，所以我們共有 n22 個不同的 A 操作，

其中任意圖X都恰好有兩個不同的 A 操

作使得圖 X保持不變，所以任意圖 X都

有 122 −n 個同 A-類但不同的影像，因此所

有
2

2 n 個 nn × 方 格 棋 子 圖 形 有
122

2 +− nn 2)1(2 −= n 個不同類圖形。 

(二) B-類.由於只有 2n+2種不同的一次 B操

作，所以我們共有 222 +n 個不同的 B 操

作，當 n=4 時，任意圖 X 都恰好有四個

不同的 B 操作使得圖 X保持不變，的 A 

操作，其中任意圖 X 都恰好有兩個不同

的 A 操作使得圖 X保持不變，所以任意

圖 X 都有 2222 −+n 個同 B-類但不同的影

像，因此所有 162 個 44× 方格棋子圖形

有 82 個不同類圖形 ; 當 n ≠ 4時，任意圖

X 都恰好有二個不同的 B 操作使得圖 X

保持不變，所以任意圖 X 都有 1222 −+n 個

同 B-類但不同的影像，因此所有
2

2 n 個 

nn × 方格棋子圖形有 122

2 −− nn 2)1( 2

2 −−= n

個不同類圖形。 

 
四、結論 

在中華民國八十八年參加國際科學展覽

活動作品 :“翻排問題之探討 ” 一篇中 :”若
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nn × 方格的棋的每個 ),;,( lkjiM 子圖形中滿

足黑色棋子的個數是偶數，就可以經過有限

次的 A 操作，翻成都是黑色; 如果有任何一

個 ),;,( lkjiM 不成立，則不可以翻成都是黑

色”。我們可以把這個概念應用在判斷兩個

nn × 方格的棋子圖形是否為 A-同類: 若兩

個 nn × 方格的棋子圖形的每個 ),;,( lkjiM 子

圖形中不同顏色棋子的個數是偶數，則這兩

個 nn × 方格的棋子圖形是 A-同類;  如果任

何一個不成立，則這兩個 nn × 方格的棋子圖

形不是 A-同類。 

在這篇文章中，我們定義標準 A-圖形，

可以提供一個更簡單的方法來判斷兩個

nn × 方格的棋子圖形是否為 A-同類。我們

又把上述的問題中 A 操作改為 B 操作或 C

操作來討論。我們找出並定義標準 B-圖形、

C-圖形，同時證明兩個不同標準 A-圖形(或

B-圖形、C-圖形)都屬於不相同的 A-類(或 B-

類、C-類)。 

在找標準 B圖形、C圖形時，我們碰到

了相當多的困擾，尤其是引理八、引理十、

引理十一、引理十四。但這些困難都被我們

一一克服了。可是在找一般 n 值的標準 C圖

形時，困難度相當高，我們找不到方法來克

服，留待將來再努力。 

註: 作者在研究本篇論文時，曾經參加

九十年度台北市中等學校學生科學研究獎助

研究計劃，並得到特優獎。 
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