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循環數列的一般項公式 
—一個數學問題研究的例子 

陳 薇 祁恒昱 謝沛興 

臺北市立建國高級中學 
 

摘 要 
 給 定 數 列 ,0,0,1,0,0,,0,0,1,0,0,,0,0 LL  

LL ,1,0,0, ，即每 1−k 個 0 之後接一個 1，反

覆循環下去。在這篇短文中分別用複數理論

和初等數論的 Euler 函數 )(nφ ，Möbius 函數

)(nµ 得到這循環數列的兩個一般項公式。我

們也推廣這個結果，得到更一般的循環數列

LLL ,,,,,,,, 2121 kk cccccc 的一般項公式。  

這個問題雖然是數列的教材，卻結合了

高中的複數理論，與初等數論中 Euler 函數

)(nφ ，Möbius )(nµ 函數的理論。 

我們選擇保留了整個探索問題的過程，

而非直接呈現最後的結果。希望不僅在教學

上有參考價值，也希望這樣的方式不僅體現

了在教學上如何引導學生如何體驗數學研

究”慢慢深入問題，靈機一動，豁然開朗”的必

經過程。 

 

一、前 言 
不論是在小學的智力遊戲，國中的性向

測驗，或是在高中數學的“數列與級數”，

乃至於更高階的離散數學或組合數學的課程

中，”看出一般項”是一個非常重要的技能。這

與觀察能力，歸納能力，作出猜測和以純數

學驗證的能力都有密切的關係。由建中課堂

“數列與級數”上課的經驗，我們發現這個

問題是非常有趣的： 

L,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0 ，請問一般項是什麼? 

直觀上看出規律並不困難，但是如何用

一個確切的公式來表示它的一般項，卻難倒

了絕大部份的同學。特別是當老師提出答案: 

L,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0 ，的一般項是
2

)1(1 nn −+
 

之後，台下是一片讚嘆及咒罵。很自然地我

們聯想，如果不只是每 2 個數一循環時，會

發生什麼狀況? 

稱形如上例為由 0和 1所構成的 2-循環

數列。一般來說，我們定義 

{ } LLLLLL ,1,0,0,,0,0,1,0,0,,0,0,1,0,0,,0,0,1,0,0,,0,0,1,0,0,,0,0:,nka

  k-1 個 0  k-1 個 0   k-1 個 0  k-1 個 0  k-1 個 0 

為每 k 個數一循環的數列(此後稱作 k-循

環數列)，其中




=
的倍數是當

的倍數不是當

kn
kn

a nk ,1
,0

, 。 

例如 { } L1,1,1,1,1,1,1,1 =na ; 

{ } L,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,2 =na ;

{ } L,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,3 =na 等等。 

在這篇文章中，我們從求這個數列的一

般項出發，得到一些結果。我們發現這個數

列不只和複數的 n 次方根有關，也和初等數

論中的Möbius 函數有關。第二節中我們將用

高中的複數求出一般項。第三節中我們引進
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Möbius 函數，求出另一個一般項的表示。第

四節我們合併這兩節的結果，得到一些很不

顯然的等式。然後稍作推廣，得出最一般的

k-循環數列的通項表示。 

這個小結果不只說明了數學的奧妙，說

明了數學不同領域之間的關連，也說明了數

學的小研究並非遙不可及，材料真的是就在

身邊。 

 
二、複數的 n次方根 

這一節中，我們用複數來求出 { }nka , 的一

般式。整個探索的過程是這樣的： 

首先觀察一些初始的情形。 

{ } L,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1:,1 na (1-循環數列 )是無

聊的，其一般項為 1,1 =na 。 

{ } L,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0:,2 na (2-循環數列 )是

第一個不無聊的情況。我們發現利用也同樣

是每 2 個數一循環的 { }n)1(− 可以把這個數列

湊出來： 

-1, 1,-1, 1,… ,  (-1)n  ,…  
+)   1, 1, 1, 1,… ,   1 n    ,…  

0, 2, 0, 2,… ,(-1)n +1 n ,…  
 

故 { }na ,2 的第 n 項為
2

)1(1
,2

nn

na
−+

= 。 

{ } L,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0:,3 na ，有上個

例子，很快我們就體會要先找三次一循環的

數列。因此必然是”ω
2

31 i+−
= ”。試驗一下

就有 

ω, ω2, 1 ,  ω , ω2 , 1 ,… ,    ωn    ,…  

ω2, ω, 1 ,  ω2, ω , 1 ,… ,   (ω2) n   ,…  

+)   1 , ..1 , 1 ,  1.,   1 ,.1,… ,    1n     ,…  
0, ..0 , 3 ,  0.,   0 ,.3,… ,ωn+(ω2)  n+1n  ,…  

故列出 { }na ,3 第 n 項為

3
)( 1 2

,3

nnn

na ωω ++= 。 

作到這裡，一般的結果已經呼之欲出

了。我們的主要結論是： 

 
定理一： 
固定 Nk ∈ 。定義數列 { }

1, ≥nnka 以





=
的倍數是當

的倍數不是當

kn
kn

a nk ,1
,0

, 。則 { }
1, ≥nnka  

的一般項 

k
a

nknnn

nk
)()(1 12

,

−++++= ααα L
， 

其中 α為

01221 =+++++ −− xxxx kk L 的任一複數

根。 

 
證明： 

假設α 為 01221 =+++++ −− xxxx kk L
的任一複數根，令

{ }1,,2,1,2sin2cos −∈+= km
k
mi

k
m Lππα  

，則其他根分別為 132 ,,, −kααα L 。 

接下來只要證明僅當 n 為 k 的倍數時定

理中的表達式等於 1，其它情形等於 0即可。 

(i)當 n 不為 k 的倍數，可設 rqkn +⋅= ，r 為

正整數且 kr <<0 。 

則 nknnn )()(1 12 −++++ ααα L  

=
rqkk

rqkrqkrqk

+⋅−

+⋅+⋅+⋅

++

++

)(

)(1
1

2

α

αα

L
 

=
rkqkk

rqkrqkrqk

)1()1(

221
−+⋅−

+⋅+⋅+⋅

++

++

α

αα

L
 

=
rkrr )1(21 −++++ ααα L  

=
12 )()()(1 −++++ krrr ααα L   

=0 

(ii)當 n為 k的倍數，可設 qkn ⋅= 。 
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  則 nknnn )()(1 12 −++++ ααα L  

= qkkqkqkqk ⋅−⋅⋅⋅ ++++ )()(1 12 ααα L  

= qkkqkqk ⋅−++++ )1(2 )()()(1 ααα L  

=1+1+1+… +1 

 
k 個 1 

=k 

由(i),(ii)可得 

              

 

 

 

此式即數列 { }nka , 的一般項公式。 

得證 
 至此我們已算是完全解決了這個問題。

然而經另外不同的思路，我們發現可以不用

複數的方法來作。在下一節中我們用數論的

角度來討論。 

 

三、Möbius函數 )(nµ ，Euler函數
)(nφ  

 這一節中，我們換用完全不同的切入

點。我們將利用初等數論中的 Euler函數 )(nφ

和 Möbius 函數 )(nµ 來求出 { }nka , 的一般式。

我們的主要的結論是 

定理二： 
固定 Nk ∈ 。定義數列 { }

1, ≥nnka 以





=
的倍數是當

的倍數不是當

kn
kn

a nk ,1
,0

, 。則 { }
1, ≥nnka 的一般

項
)(

)(),(

, k
d
kdn

a
kd

nk φ

µ∑
= ， 

其中 ),( dn 為 dn, 的最大公因數； )(nφ 為 Euler
函數， )(nµ 為Möbius 函數。 

 這式子非常神奇。在證明之前我們來看
看怎麼猜出這個式子的。由上一節的經驗，

我們知道先找到“k 個一循環”的數列是關

鍵。除了 1的 k 次方根之外，還有沒有會“k

個一循環”的數列呢? 

 既然 k-循環數列只要是第 k 項、第 2k

項、第 3k 項、⋯都等於 1，其餘各項皆為 0，

因此此類數列的一般項公式應與因倍數的關

係有關。沿著這線索我們首先發現關鍵性的

引理： 

引理三： 
“固定自然數 k ，數列 )},{( kn 是一個周

期為 k 的數列”。 

證明：證此引理，只需證得(n,k)=(n+k,k)即
可。令 d1=(n ,k)和 d2=(n+k ,k) 

2111

211

),(

),(

dkkndkdknd

kdndknd

=+⇒+⇒

⇒=

且

且Q
 

122

222

),()(

,),(

dkndnkknd

kdkndkknd

=⇒=−+⇒

+⇒+=
 

),(),( 21 kknddkn +===∴  

即 )},{( kn 的第 n 項會等於第 n+k 項、第

n+2k 項、⋯，為一 k-循環數列。 

得證 
有了這個引理對於 )},{( kn 循環的保證，

我們就可以開始繼續尋找它和所求數列之間

的關聯。一樣我們從小的 k開始： 

1=k 時， { } { })1,(,1,1,1,1 na n == L 是無聊的。 

2=k 時，數列 { })2,(n 為 1,2,1,2,… ，因此，

1)2,(,2 −= na n 即為 { }na ,2 的一般項公式，直式

表式是 

 

 

k
a

nknnn

nk
)()(1 12

,

−++++
=

ααα L

0，當 n不為 k 的倍數 

1，當 n 為 k 的倍數 



=

又 
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1,2,1,2,1,2,1,2,… , (n,2)  ,…  

-)  .1,1,1,1,1,1,1,1,… ,  1  ,…  

0,1,0,1,0,1,0,1,… ,(n ,2)-1,…  

3=k 時，數列 { })3,(n 為 1,1,3,1,1,3,… ，將

每一項減 1後除以 2，就是我們要的答案 

了！所以答案就是
2

1)3,(
,3

−
=

n
a n 了！來看看

直式： 

1,1,3,1,1,3,… ,  (n,3),…  

-)  .1,1,1,1,1,1,… ,   1 ,…  

0,0,2,0,0,2,… ,(n ,3)-1,…  
到此我們發現只要 pk = ，其中 p 是質數， 

則
1

1),(
, −

−
=

p
pn

a np 。這是令人振奮的部份結

果。不是質數的情形呢? 

4=k 時 ， {(n ,4)} 所 呈 現 的 數 列 為

1,2,1,4,… … ，要怎樣將 1,2,1一起變成 0?這是

第一個瓶頸。靈機一動，我們發現用{(n ,4)}

減掉{(n ,2)}，則 

1,2,1,4,1,2,1,4,… ,  (n,4)   ,…  

-)  .1,2,1,2,1,2,1,2,… ,  (n ,2)   ,…  
0,0,0,2,0,0,0,2,… ,(n ,4)-(n,2),…  

很神奇的，答案出來了！ 

為
2

)2,()4,(
,4

nn
a n

−
= 。 

由此我們關鍵性的發現，得先找出“k 的

因數”。再作幾個： 

6=k 時，有
2

)1,()2,()3,()6,(
,6

nnnn
a n

+−−
= 。 

10=k 時，有
4

1)2,()5,()10,(
,10

+−−
=

nnn
a n 。 

12=k 時，有
4

)2,()4,()6,()12,(
,12

nnnn
a n

+−−
=  

到此，顯然

),(),(),( 2211, mmnk dnbdnbdnba +++= L ，其

中 d1,d2 ,… ,dm為 k的相異正因數。而各項係數

b1b2,… ,bm和Möbius函數及 Euler函數的關係

已非常明顯。我們用 k=10,12兩個典型當例

子： 

(n,d) n 
 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
d 
μ
(d) 

μ
(k/d) 

ψ(d) 

{(n,10)} 1 2 1 2 5 2 1 2 1 10   10 1 1 4 

{(n,5)} 1 1 1 1 5 1 1 1 1 5   5 -1 -1 4 

{(n,2)} 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2   2 -1 -1 1 

{(n,1)} 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1   1 1 1 1 

A(k,n) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4       

10 

B(k,n) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1       

{(n,12)} 1 2 3 4 1 6 1 4 3 2 1 12 12 0 1 4 

{(n,6)} 1 2 3 2 1 6 1 2 3 2 1 6 6 1 -1 2 

{(n,4)} 1 2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4 4 0 -1 2 

{(n,3)} 1 1 3 1 1 3 1 1 3 1 1 3 3 -1 0 2 

{(n,2)} 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 -1 1 1 

{(n,1)} 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 

A(k,n) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4     

12 

B(k,n) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1     

（表中的 ∑=
kd d

kdnnkA )(),(),( µ ； 

)(

)(),(

),(
k

d
k

dn

nkB
kd

φ

µ∑
= ） 

因此我們猜出答案就是 

)(

)(),(
),(, k

d
k

dn
nkBa

kd
nk φ

µ∑
==  

。答案既已猜出，我們最後把證明寫下來： 
 

定理二的證明： 

按 n 是否為 k 的倍數分成兩部份。 

I. n 為 k 的倍數時。此時 ∑==
kd

kkkn )(),( φ 。

由Möbius Inversion Formula，得

∑ ∑ ⋅=⋅=
kd kd d

kdn
d
kndk )(),(),()()( µµφ 。 

II. n 不為 k的倍數時。令 mr
m

rr pppk ⋅⋅= L21
21

為 k的標準分解式。由 Möbius函數的定義，

0)( ≠kµ 時必有

)'()()1()( 21 kpppk m
m µµµ =⋅⋅=−= L ，其中

mpppk ⋅⋅= L21' 。又由Möbius Function 
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的可積性知， 0),()()( >∀= d
d
kdk µµµ 且

kd 。故討論 )(dµ 時，亦只需考慮 'kd 時的 

情況即可，其餘情況時為 0。 

不失其一般性，設

ls
l

ss pppkn ⋅⋅= L21
21),( ，其中 ml ≤ 。再

分成兩種情況： 

(i)若 1,,, 21 ≤lsss L ， )',(),( knkn =  

lppp ⋅⋅= L21 。因 mpppk ⋅⋅= L21' ，故 k ′有

2m個正因數。對 k ′的任一個正因數 dij而

言，可寫成如下形式： 

)(

)(

21

21

21

21

lmjjj

liii

u
m

u
l

u
l

t
l

tt
ij

ppp

pppd

−⋅⋅

⋅⋅⋅=

++ L

L
， 

其中 li 2,,2,1 L= ， lmj −= 2,,2,1 L ， 

{ } jiuutt
lml jjii ,,1,0,,,,,

11
∀∈

−
LL 。此時 

)(),(  ∑
kd d

kdn µ ∑=
'

)()',(
kd

d
d
kn µ  

∑=
−≤≤≤≤ lml ji

ij
ij

d
d
kn

21,21,
)()',( µ  

∑

⋅⋅

⋅⋅⋅

⋅⋅⋅

=
−

−
≤≤≤≤

++

−−−

lml

lmjjj

liii

liii

ji
u

m
u

l
u

l

t
l

tt

t
l

tt

ppp

ppp

ppp

21,21

21

21

11
2

1
1

)(

)(

)(

21

21

21

L

L

L

µ

µ

 









∑ ⋅⋅














∑

⋅⋅

⋅⋅⋅
=

−
−

≤≤
++

≤≤

−−−

lm
lmjjj

l liii

liii

j

u
m

u
l

u
l

i t
l

tt

t
l

tt

ppp

ppp

ppp

21,
21

21 21

11
2

1
1

)(

)(

)(

21

21

21

L

L

L

µ

µ
 







∑ ++⋅=
=

l

a
a

a

p
p

kn
kn

1
)(

)',(
)1()',( µµ

 

∑
≤<≤ laa

aa
aa

pp
pp

kn
)(

)',(

21
21

21

µ

 







∑ ⋅⋅++
=

l

a
lppp

1
21 )( LL µ

 









∑ ⋅⋅

−

−

≤≤
++

lm

lmjjj

j

u
m

u
l

u
l ppp

21
21 )( 21 Lµ

 

 






∑ ∑ −+−=
= ≤<≤

l

a laa aaa pp
kn

p
knkn

1 1

)',()',()',(
21 21

L

 






∑ −+

⋅⋅
−+

− −≤<<≤

−

l llaa

l

aaa

l

ppp
kn

1

1 )1()',()1(
11 121

LL

 









∑ ⋅⋅

−

−

≤≤
++

lm

lmjjj

j

u
m

u
l

u
l ppp

21
21 )( 21 Lµ‧

 

11)',()',(
1 1 21 21













∑ ∑ +−−=
= ≤<≤

l

a laa aaa ppp
knkn

 

)1(1)1(
1

1

11 121












∑ −+

⋅⋅
−+

− −≤<<≤

−

l llaa

l

aaa

l

ppp L
L

L

 

0

)(
21,

21
21

=











∑ ⋅⋅

−

−

≤≤
++

lm

lmjjj

j

u
m

u
l

u
l ppp Lµ‧

 
(ii)若 lsss ,,, 21 L 不全小於或等於 1，假設其中

1,,, 21 >rsss L ， lr ≤  

則可設

)',()()()(

)()()()(

),(

11
2

1
1

11
2

1
121

21

21

knppp

pppppp

kn

r

r

s
r

ss

s
r

ss
l

⋅⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅⋅⋅⋅=
−−−

−−−

L

LL

。則此時 

0)'(),()()()(

)(),(

11
2

1
1

21 =









∑⋅⋅⋅⋅=

∑

−−−

kd

s
r

ss

kd

d
kdnppp

d
kdn

r µ

µ

L

 

由 I.和 II.，定理得證。 
得證 

 

四、更一般的情形 
附帶地我們可以得到一系列的結果。約

定各數學符號都同之前的定義。首先，既然

定理一和定理二都是同樣一個數列的通項公

式，就有 
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系理四： 
 對於任意自然數 kn, ，下式成立。 

kk
d
k

dn nknnn
kd )()(1

)(

)(),( 12 −++++=
∑

ααα
φ

µ
L

， 

 

原來的 nka , 是周期為 k 的循環數列，且第

一個 1在第 k 個出現。同理稍作調整就有以下

的結果： 

 

系理五： 

考慮周期為 k 的循環數列，且第一個 1

在第 ik − 個出現， 11 −≤≤ ki ，其它都是 0。

則此數列的通項是： 
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其中α為 01221 =+++++ −− xxxx kk L 的任一

複數根。 

 

將此 k 個數列做適當的組合，即可形成

任意的 k-循環數列，換句話說，任一 k -循環

數列皆可依此列出一般項公式。證明仿前兩

節的主定理立即可得，此處從略。 

 

 

 

 

 

 

定理六： 
k -循環數列： LLL ,,,,,,,, 2121 kk cccccc 的

第 n項為 
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這個一般的定理解決了所有 k -循環數列

的通項公式問題。這個問題也算完整地告一

段落了。 

 

五、後記 
這個問題初看並不困難，但是背後原來

可以引出這麼深刻的數學，真是我們始料未

及的。最後特別感謝建中游森棚老師的指

導，這個問題原是游老師在課堂中提出的，

然後成為兩位同學寒假作業獨力研究的題材

(文中兩個想法即為兩位同學不同的切入方

式 )。再經由游老師提示這個問題與數論

Möbius 函數上的聯結後，由三位作者共同努

力統整並作出證明。 

這篇文章算是我們在數學學習過程中的

小小的發現與喜悅，也在此與各位一同分享

這個有趣的小結論。 
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