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數學解題中「移與轉」的觀點 
許建銘 

高雄市立龍華國民中學 

一、前言： 
Boris A.Kordemsky 在 其 所 著 「 350 

MATHEMATICAL RECREATIONS」中有一

道趣味問題： 

把 1，2，3，4，5，7，8，9八

個數字分別寫在小硬紙板上，如圖示

排成兩行。請移動兩張紙板，使兩

行的數字和一樣。 

這問題在原書的解答是：將「 9」的紙板

反轉成「 6」，並與「 8」的紙板互換，則兩行

的數字和皆變成 18。 

「平移」和「旋轉」原是從運動的觀點

解決幾何問題的實用方法，而它產生的作

用，就如同可省工省時，又可提高生產效率

的「機械手臂」，所作流暢精準的快速運動；

也如同讓小孩子愛不釋手的「變身玩具」，動

不動就有「搖身一變」成特殊造型的神奇魔

力。「移轉」或「轉移」的解題觀點，因為動

作自然天成，節奏明快有序，所以也能使其

圖解呈現「力與美」的動態嵌合效果。 

例如以下的三個問題與其圖解（圖 1-2、

1-4、1-6），就是靈活運用善變的圖形移轉與

嵌合策略，才使解法變得如此簡潔明白（本

文各圖之記號「。」表示旋轉中心）。 

問題一：圖 1-1 中，若大正三角形的面積為

4，求圓內接正三角形的面積？ 

圖解：如圖 1-2。 

問題二：圖 1-3 中，正三角形邊長為 6，分

別以三邊為直徑畫半圓，求斜線面積？ 

圖解：如圖 1-4。 

問題三：圖 1-5中，若最小半圓的半徑為 1，

且較大一個半圓的半徑都增加 1，

求斜線部分與其它部分的面積比？ 

圖解：如圖 1-6。 

 
 
 
 
 
 
二、本文： 

(一)現在國二生在學習「商高定理」時，

課本和習作本中有幾個「商高定理」的不同

證明方法，其中最易學易懂的，要算以下這

個利用拼圖變化所作面積比較的證明 (如圖

      圖 1-1             圖 1-2 Ans:1 

 圖 1-3          圖 1-4         Ans:4.5π  

圖 1-5       圖 1-6       Ans：16:9 
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2-1、圖 2-2，演示時最好以兩套相同教具作

對照)： 

 

 

 
 

 

 

 

 

有一道剪拼圖的問題是：請將長 27，寬

15的長方形紙片(如圖 2-3)，經過裁剪再拼成

一個正方形。 

 

 

 

 

 
 

由圖 2-3與圖 2-1，我們似乎聯想到了它

們之間可能產生的關係，也就是說：如果我

們先在矩形紙的正中央畫出一個邊長為 15

的正方形 (如圖 2-4)，然後再把正方形兩旁的

兩片矩形紙片，剪拼出四片斜邊長為 15的直

角三角形，並將這些紙片拼成如圖 2-1 樣式

的正方形，那麼問題不就迎刃而解了嗎？ 

因此我們分別以 15 的邊長為直徑作兩

個半圓，便可得兩個斜線三角形皆為直角三

角形(如圖 2-5)。因為每個斜線直角三角形旁

的兩個小直角三角形，都可拼成與斜線直角

三角形全等之直角三角形，因此若將它們拼

於正方形之另兩邊(如圖 2-6)，則剪拼正方形

的工作便大功告成了(如圖 2-7)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

事實上，長方形剪拼成正方形的方式，

可以隨長方形不同的長寬比例，而有多種不

同的解決之道。但這並非本文主題，所以筆

者不多作贅述。以本題 2715× 的長方形而

言，若能以「平移」再配合「三角形全等性

質」，則剪拼方式將變得更為簡易。 

首先，我們利用直角三角形「母子相似」

以求出 4052715 =× (如圖 2-8)，然後再從

矩形長 27的 AD邊上取 405=AE 的長度，

並剪開 BE，使矩形紙成為兩部分(如圖 2-9)。 

 

 

 

 

 

 

接下來，我們將 ABE∆ 沿著 BE 的方向平

移 ， 直 到 E 點 落 在 CD 上 ， 則

ABEEBA ∆≅′′′∆ (如 圖 2-10)。 因 為 直 角

DEEFBB ′∆≅′∆ ，所以再剪開直角 FBB ′∆ ，

並依舊沿著 BE 的方向平移至 DEE ′∆ 的位置

(如圖 2-11)，則邊長為 405的正方形 EFCA ′′

便剪拼完成了。 

圖 2-5 圖 2-6 

圖 2-7
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圖 2-8 
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(二)以下兩個問題，或許有讀者看過以

「平移」作為解題策略的解法，而筆者在此

也同時列出自己教學時，作為評析比較用的

「旋轉」解法。 

問題一：如下圖，六邊形 ABCDEF， AB

∥ DE， BC ∥ EF，CD∥ AF，而且

0>−=−=− CDAFABEDEFBC  

試證：各內角皆為120 度。 

解一：將 ED、 AF、 BC 如圖示的方向作平

移。 

由 0>−=−=− CDAFABEDEFBC  

QRPRPQ ==⇒  PQR∆∴ 為 正 三 角 形

°=∠=∠=∠⇒ 60QPRPRQPQR 由平行線性質便

可依次推得各內角皆為120 度。 

 

 

 

 

 

解二：將 CD、 AF如下圖示的旋轉中心依次

旋轉至與六邊形之另四邊成一直線。 

由 0>−=−=− CDAFABEDEFBC  

AFABCDED +=+⇒ ，

CDBCAFEF +=+  

ARABDPED +=+⇒ ，

CQBCFSEF +=+  

BREP=∴ ， BQES=  又 EP∥ BR，ES

∥ BQ因此若假設 EP 與 BQ交於

M ， ES與 BR 交於 N 則必定

RNPM = (令= x ，且

ARANDPDMx −=−= ) SNQM =  

(令= y ，且 FSFNCQCMy −=−= ) 

由 FANCDM ∆∆ ~  

FN
CM

AN
DM

AF
CD ==⇒  

yFS
yCQ

xAR
xDP

AF
CD

+
+

=
+
+

=⇒

yAF
yCD

xAF
xCD

AF
CD

+
+

=
+
+

=⇒  

0)()( =−=−⇒ CDAFyCDAFx  

因為 0≠− CDAF 0=∴ x 此即證得當

CD、 AF分別以 C、D、A、F 為旋轉中
心而旋轉至與原六邊形之另四邊成一
直線時，恰可作成兩個正三角形。故
可依次推得各內角皆120 度。 

 

 

 

 
 

問題二：如下圖，是由一個小正方形與四個

有一內角為 45度，且一邊長為 5cm

的全等四邊形所拼成的大正方形，

請求出小正方形的面積？ 
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解一：如下圖，因為 ABC∆ 為等腰直角三角

形 ACAB =∴ 又 AFAD =    

cmCFBD 5==∴ BDE∆⇒ 為等腰直

角三角形 25=∴ BE =小正方形邊

長 ， 故 小 正 方 形 面 積

= )(50)25( 22 cm=  

 

 

 

 

 

 

 

 

解二：如下圖，延長四個全等四邊形的兩個

邊長，則圖中將有四個較大的全等等

腰直角三角形與四個較小的全等等腰

直角三角形。若除去中央的小正方

形，則四個較大的全等等腰直角三角

形將可由平移拼成與原大正方形全等

之正方形。 

由此推知小正方形面積等於四個較小

的全等等腰直角三角形的面積和，所 

以小正方形面積

= 5045
2
1 2 =×× )( 2cm 。 

 

 

 

 

 

 

解三：如下圖，將四個全等四邊形皆順轉 180

度。由圖可推知 A、B、C、D 為正方

形 EFGH四邊中點，即四個較大的全

等等腰直角三角形 HAD∆ 、 AEB∆ 、

BFC∆ 、 CGD∆ 的面積和等於正方形

ABCD 面積。由此推知小正方形面積

等於四個較小的全等等腰直角三角形

的面積和，所以小正方形面積 

= 5045
2
1 2 =×× )( 2cm 。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(三)問題三：某人沿著正向上移動的電扶梯

，從頂朝下走到底，用了時間7

分30秒，而他沿著正向上移動

的電扶梯，從底朝上走到頂，

用了時間1分30秒，(如果此人

上下走，都作等速運動考慮 )，

那麼此人不走，乘著向上移動的

電扶梯，從底到頂需多少時間？ 

解一：設人走路的分速為 x ，電扶梯向上移

動分速為 y電扶梯由底至頂的長 

)(
2
3
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2

15
yxyx +=−=

yxyx +=−⇒ 55

yxyx
2
3

32 =⇒=⇒ ∴所需時間
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+
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解二：設人走路的分速為 x，電扶梯向上移
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動分速為 y，電扶梯底至頂的長為 s  



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
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=
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問題三的「解二」，雖然是分式方程與

加減消去的結合，但解題過程中作了

兩次分數的「反轉」，相較「解一」採

用的變數轉換，「解二」顯得更簡明扼

要，靈活有趣。 

(四)問題四： 

(1)如下圖左，兩緊鄰平行線相距 1，請求

出成直角的折線段長度和。 

(2)承第(1)題，若虛線位於兩緊鄰平行線

的中央，請求出成直角的虛線段長度

和。 

解：(1)以 A、B、C、D為旋轉中心(如下圖

左)，將其右方長度 1的線段順轉 90

度(如下圖右)。而右圖中，因為每一

個較外側的矩形周長都比其相鄰內側

的矩形周長多了 8個單位長，所以折

線的總長度為

1528144824324048 =+=++++ 。 

 

 

 

(2)以 P 為旋轉中心(如下圖左)，將正上

方長度 0.5 線段順轉 90 度 (如下圖

右)。因為右圖下方的灰色矩形區域面

積恰等於區域內虛線的長度乘以這塊

長條矩形的寬 1。由此我們可以推廣

得知任一長條矩形的面積皆等於該長

條矩形內的虛線長乘以 1。最後可推

得整個矩形的總面積會等於虛線段的

長度總和乘以 1。即虛線段長度和乘

以 1 等於整個矩形面積 128816 =× ，

所以虛線段長度和=128。 

問題四的兩個小題，雖然都是求折線段

長度和的問題，而且解題都應用到簡單的「旋

轉變換」，但兩者的解題策略也有明顯的不

同：(1)是以「等差」來精簡計算；(2)是將長

度轉化為面積來計算。許多數學問題常常是

乍看很相像，但箇中解題的思考方向卻可能

大異其趣。這點也可能是數學解題的美妙之

處，甚至是吸引眾多數學愛好者嗜好解題思

考的原因。 

 

三、結論： 
臺灣有句俗諺說：「橫柴入灶」，有比喻

霸道或蠻橫不講理的意思。若以其字面作解

釋就可以知道：想把較長的木柴放入灶中燃

燒，若完全不理會置入的方式，有時是行不

通的。換句話說：無論古人的「愚公移山」，

還是今人的「山不轉路轉，路不轉人轉」，若

不能順應時勢，掌握轉彎變通的得法要領，

就不可能把事情辦得很好。 

數學教學與解題的訓練，目的就在培養

學習者具備以數學觀點看待生活周遭事物的
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基本素養，並進而提高學習者運用數學思考

評析、解決生活問題的情意與能力。因此波

利亞（Polya，1965）對數學學習有如此的看

法：「很多人說學習應該是主動的，不僅是被

動的或接受的。如果只是靠讀書、聽演講、

或看圖片而沒有加上自己心靈的一些行動，

決不可能學到任何事物，至少不可能學太

多。」因此如何引導學生欣賞解題之美或者

是感受數學思考之美，讓學生樂於主動學習

數學，並從解題思考中建構數學經驗而「自

得其樂」與「學以致用」，是當今整個社會面

與教育面，都需要一起面對與省思的課題。 

註：感謝臺灣師大洪有情教授與其他編

審，對本人所投稿之文章的悉心指導，在此

致上誠摯的敬意與謝意。
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