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幾乎每個數都有３ 

許介彥 

大葉大學  通訊與計算機工程學系 

這個怪題目是在說什麼？看完這篇文章

後，您就清楚了。 

我們先從整數的表示方式談起。從小學

以來，我們都習慣於將數值以十進制的方式

表示，利用一連串阿拉伯數字來表示一個數

值的大小，例如：整數 167 是由 1、6、7 等

三個阿拉伯數字組成，而四位數 5225則是由

5 與 2 兩個阿拉伯數字組成（每個數字各出

現兩次）等。當然，同一個數值在不同的進

位系統裡可能有不同的表示方式，例如十進

制的 18 相當於七進制的 24，又相當於三進

制的 200等。英文裡，一個整數的數值本身

稱為 integer，而用來表示數值大小的一連串

數字或符號則稱為 numeral；因此我們所謂

「整數 167 是由 1、6、7 等三個阿拉伯數字

組成」，說得精確一點，其實是針對該整數在

十進制中的表示方式而言。 

考慮以下問題：對任意正整數 n，所有

小於 10n 的非負整數中，含有至少一個阿拉

伯數字 3的共有幾個？以 n  =  1為例，小於

101的非負整數共有 10個：0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

8, 9，其中只有一個含有 3，也就是 3本身。

當 n =  2，小於 102的非負整數有 0至 99 等

100個，其中含有至少一個 3的有 3, 13, 23, 30, 

31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 43, 53, 63, 

73, 83, 93等 19個。  

對任意正整數 n，假設 an代表小於 10n

而且含有至少一個 3 的非負整數的個數，那

麼我們已經知道 a1 = 1及 a2 = 19，我們希望

能找出 an的一般式。 

這個問題如果用遞迴的方式來思考，我

們可以問自己：如果 an−1的值已知，也就是

小於 10n−1且含有至少一個 3的非負整數的個

數已知的話，對求出 an的值有沒有幫助呢？

答案是肯定的。以我們已知的 a2  = 19為例，

這項資訊對求出 a3的值很有幫助，因為如果

我們把所有小於 1000 的非負整數分成十等

份：0到 99、100 到 199、200到 299、⋯⋯、

900 到 999 等，那麼我們已經知道第一份的

100 個整數（0 到 99）中含有至少一個 3 的

非負整數有 19 個；不只如此，除了 300 至

399 較特殊外，其他八份的每一份應該也都

各包含了 19 個含有至少一個 3 的整數，而

300 至 399 這一份則是全部 100 個數都含有

至少一個 3（因為百位數已經是 3）。因此， 

1009 23 += aa  

或者，更廣泛地說， 

1
1 109 −

− += n
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再配合 a1 = 1的初始條件，我們有了完整的

遞迴定義： 
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由此不難推導出 

an = 10n  − 9n,  n  ≥ 1. 

原來是這麼簡潔的一個式子。 

既然 an的一般式這麼簡單，當然值得我

們探尋是否存在著一個簡單的解釋。仔細一

想，讀者很容易就能看出其中的道理，因為

小於 10n的非負整數總共有 10n個，而其中完

全不包含 3的整數總共有 9n個（因為每個位

數只有 9種可能的選擇）。 

由上面的推導過程，讀者不難發覺阿拉

伯數字 3其實並沒有什麼特殊之處，即使原

來的問題不是問數字 3 而是問另一個阿拉伯

數字，只要不是 0，答案其實都是一樣的；

如果是數字 0 則情況稍有不同。我們平常在

書寫一個整數時，只要這個數不是 0，我們

就不會將它的最左邊的位數寫為 0，也就是

說，我們不會將 167寫成 0167或 00167；在

這樣的習慣下，對任意正整數 n，所有小於

10n的非負整數中，含有至少一個阿拉伯數字

0的共有幾個呢？ 

還是由最簡單的情形開始考慮。當 n  = 

1，所有小於 101的 10 個非負整數中只有一

個含有 0，也就是 0本身。當 n  = 2，所有小

於 102 的 100 個非負整數中含有至少一個 0

的有 0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90等十

個。對任意正整數 n，假設 bn 代表小於 10n

而且含有至少一個 0 的非負整數的個數，那

麼我們已經知道 b1 = 1及 b2 = 10；我們希望

也能找出 bn的一般式。 

如果 bn−1的值已知的話，對 bn的求值有

沒有幫助呢？答案同樣是肯定的。如果我們

把所有小於 10n 的非負整數比照之前的分法

分為十等份，那麼我們已經知道第一份的

10n−1個整數（0至 10n−1−1）中含有至少一個

0 的非負整數總共有 bn−1 個；其他九份的每

一份中，完全不包含數字 0 的整數各有 9n−1

個（為什麼？），因此， 
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再配合 b1 = 1的初始條件，我們有了完整的

遞迴定義： 





>−−−+−

=
=

1)19110(91

11
nnn

nb
n

nb  

由此不難推導出 

( )19
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9

10 −−= nn
nb , n  ≥ 1. 

這就是我們要找的一般式。 

最後我們再看一個類似的問題：對任意

正整數 n，所有小於 10n的非負整數中，含有

至少一個「 27」（即，一個阿拉伯數字 2緊接

著一個阿拉伯數字 7）的共有幾個？在繼續

往下看之前，請讀者自己先試試看。 

這個問題看起來雖然和前面的問題差不

多，實際上是一個較難的問題；由正面著手

不大容易，我們不妨試試由反面來思考。在

以下的做法中，我們假設 an代表小於 10n而

且不含「27」的非負整數的個數，因此，小

於 10n 而且含有至少一個「27」的非負整數

有(10n  − an)個。 

還是由最簡單的情形開始考慮。當 n  = 

1，所有小於 101的 10 個非負整數全都沒有

「27」，因此 a1 = 10。當 n  = 2，很明顯，所

有小於 102的 100 個非負整數中不含「27」

的共有 99個，因此 a2  = 99。 

當 n  ≥ 3，如果我們把所有小於 10n的非

負整數比照之前的分法分為十等份，那麼第
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一份的 10n−1個整數（0至 10n−1−1）中不含「27」

的有 an−1個；不僅如此，除了第三份（即以

數字 2 開頭的那一份）之外，其他八份也都

各含有 an−1個沒有「27」的整數。 

以 2開頭的那一份的 10n−1個整數中，不

含「27」的共有幾個呢？並不是 an−1個，沒

有這麼多，因為所有小於 10n−1且不含「27」

的 an−1個非負整數中，有些整數是以 7 開頭

的(n−1)位數，這種整數共有 an−2個，而這些

整數如果在最左邊補上一個 2 將會成為含有

「27」的 n位數。因此，以 2開頭的 10n−1個 n

位數中，不含「27」的共有(an−1 − an−2)個。 

有了上述推論，我們知道對所有 n ≥ 3，

以下的遞迴關係是成立的： 

21211 10)(9 −−−−− −=−+= nnnnnn aaaaaa  

據此可寫出數列的遞迴定義： 
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有了這個定義，只要 n 是一個正整數，

我們就可以算出 an的值，例如 

9801099103 =−×=a  

970199980104 =−×=a  

960309809701105 =−×=a  

等；要是讀者熟悉常係數線性遞迴關係的求

解，其實不難由以上的遞迴定義進一步得出

an的一般式： 
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因此，對任意正整數 n，所有小於 10n

的非負整數中，含有至少一個「27」的共有 
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再回到我們原來的問題，我們已經知道

所有小於 10n的非負整數中有 )910( nn − 個整

數包含了至少一個 3，就比率而言，有 3 的

整數占了全部的 
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隨著 n 的增大，含有 3 的整數的比率將越來

越大：  

n 10n 含有 3的整數個數 

1 10 1 

2 100 19 

3 1000 271 

4 10000 3439 

5 100000 40951 

6 1000000 468559 

7 10000000 5217031 

8 100000000 56953279 

9 1000000000 612579511 

10 10000000000 6513215599 

當 n 趨於無窮大，比值將趨近於 1；因此，

就全部無窮多個非負整數而言，「幾乎每個數

都有 3」。 

最後筆者提供五個與本文相關的問題讓

讀者想想看；只要您能掌握本文提及的概

念，這些題目都不難回答。 

1. 所有小於 710的七進制非負整數中，含有至

少一個阿拉伯數字 4的共有幾個？ 

2. 對任意正整數 n，所有小於 bn的 b 進制非

負整數中，含有至少一個阿拉伯數字 0 的

共有幾個？ 

3. 對任意正整數 n，所有小於 3n的 3 進制非
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負整數中，含有至少一個「201」的共有幾

個（寫出遞迴定義即可）？ 

4. 對全部無窮多個正整數而言，完全平方數

（即，可以表示成某個整數的平方的數）

幾乎不存在，為什麼？ 

5. 對全部無窮多個正整數而言，幾乎每個數

都含有 1、2、3、4、5 等五個阿拉伯數字

至少各一個，為什麼？ 
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（上承第 34頁） 

結語 
Catalan numbers 和數學上另一個有名的

數列費氏數列（Fibonacci numbers）在

某方面相當類似，就是在我們求解數學問題

的過程中常常會與它們「不期而遇」，許多不

同類型的計數問題都和它們有關；本刊第

243 期「遞迴關係在計數問題的應用」一文

中的第六個例題就是另一個例子，該問題涉

及為一個運算式安排運算順序的各種可能。

看了這麼多例子之後，您是不是覺得自己也

可以「製造」出更多的例子呢？試試看吧！ 
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