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下面的式子中，A 代表了某一個阿拉伯

數字，請於一分鐘內，在不能使用計算機的

條件下，設法求出 A 的值： 

386A5961 = (3 × (2066 + A))2 

一個不可能的任務？不，只要懂得應用

我們在小學學過的一些關於整數的性質，A

的值真的可以很快求出。我們在小學都學

過，要判斷一個整數是否是 9 的倍數，只要

將該數的每個位數相加，所得的結果如果是

9 的倍數，原來的數就一定是 9 的倍數。舉

例來說，要判斷 57132是不是 9的倍數，我

們只需計算(5 + 7 + 1 + 3 + 2) = 18，由於 18

是 9的倍數，因此 57132一定是 9的倍數。

請讀者再回頭想想，這個性質對解決我們一

開始的問題有沒有幫助呢？ 

答案當然是肯定的，因為上式的等號右

邊可以被 9 整除，因此等號左邊的數一定是

9的倍數，也就是說，(3 + 8 + 6 + A + 5 + 9 + 

6 + 1) = (38 + A)一定是 9的倍數；如果上式

是對的，那麼 A 一定等於 45 − 38 = 7。 

數字 9的上述性質其實只是一個更廣泛

的性質的特例，這個更廣泛的性質是：任意

一個整數除以 9 的餘數必定等於該數的各個

位數相加的結果除以 9 的餘數。舉例來說，

385除以 9的餘數為 7，而 3 + 8 + 5 = 16，16

除以 9的餘數也是 7。 

 

為什麼會這樣？ 

要解釋 9具有這個特性的原因，必須對

整數的某些性質有基本的瞭解。 

「數論」（Number Theory）是數學的一

個分支，專門研究整數的性質；數論裡面關

於整數的一個基本的運算是「模」（mod）。

簡單地說，如果 a是一個整數且 n是一個正

整數，a mod n的值就是 a除以 n的餘數，其

值必須大於或等於 0而且小於 n。 

舉例來說，40 mod 17 = 6，因為 40 = 2 × 

17 + 6；而 40−  mod 17 = 11，因為 40−  = 3−  

× 17 + 11。 

如果兩個整數 a與 b除以 n所得的餘數

相同，我們常將 a與 b的關係記為 a ≡n b，例

如：17 ≡5 7，因為 17與 7除以 5的餘數都是

2，而 20 ≡14 76，因為 20與 76除以 14的餘

數都是 6。讀者也許已經注意到，如果 a ≡n b，

那麼 a與 b相減的結果一定是 n的倍數；反

之亦然。 

整數的算術運算具有如下的性質：對任

意整數 a與 b及正整數 n，a與 b相加的結果

除以 n的餘數必定會等於將 a與 b先分別除

神奇的數字 9 
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以 n 所得的餘數相加的結果再除以 n 的餘

數；也就是說， 

(a + b) mod n = ((a mod n) + (b mod n)) mod n 

當然，如果上式成立，下面的關係也會成立： 

(a + b) ≡n (a mod n) + (b mod n) 

除了相加以外，這個性質其實也適用於

相減及相乘，也就是上式的兩個加號可以同

時換成兩個減號或是兩個乘號。舉例來說， 

 59 mod 8 = 3 

 87 mod 8 = 7 

 (59 + 87) mod 8 = 146 mod 8 = 2 

而(3 + 7) mod 8的結果也是 2。再舉個例子，

如果我們想知道48 × 75 × 94除以7的餘數是

多少，我們並不需要真的將此三數的乘積算

出，只需將此三數分別除以 7 的餘數相乘再

除以 7取餘數即可，也就是可以這麼算： 

((48 mod 7) × (75 mod 7) × (94 mod 7)) mod 7 

= (6 × 5 × 3) mod 7 = 90 mod 7 = 6。 

有了以上的認識，數字 9的特殊性質就

不難解釋了。首先，我們知道 

10 ≡9 1 

由此推得 

102 ≡9 (10 mod 9) × (10 mod 9) ≡9 1 

103 ≡9 (10 mod 9) × (102 mod 9) ≡9 1 

M  

因此只要 y是一個正整數，10y ≡9 1，而且，

只要 a是一個正整數， aa y
910 ≡⋅ 。 

任意一個整數 z = (an an−1 … a2 a1 a0)10都

可以表示成 10的冪級數： 
n

naaaaz 101010 2
210 ⋅++⋅+⋅+= L  

而我們知道 

 

 a0 ≡9 a0 
 a1⋅10 ≡9 a1 
 a2⋅102 ≡9 a2 
  M    
 an⋅10n ≡9 an 

如果將以上各式相加，得 

 z ≡9 a0 + a1 + a2 + … + an 

因此，z除以 9的餘數與將 z的各個位數相加

的結果除以 9 的餘數是一樣的，這也就是我

們熟悉的性質。 

在電腦還不普遍的年代，數字 9的這個

特性提供了常需做數字計算的人員一個便捷

的檢查計算結果的方法。舉例來說，如果我

們計算(135273 + 261909 + 522044)的和： 
 1 3 5 2 7 3 
 2 6 1 9 0 9 
+ 5 2 2 0 4 4 
 9 1 9 2 2 6 

我們可以透過將三個數分別除以 9 的餘數相

加來驗證上面的計算的正確性： 
 1 3 5 2 7 3 ≡9 3 
 2 6 1 9 0 9 ≡9 0 
+ 5 2 2 0 4 4 ≡9 8 
 9 1 9 2 2 6 ≡9 2 

由於(3 + 0 + 8) ≡9 2，因此增強了我們對

919226是正確答案的信心。 

再以乘法為例： 
   5 3 2 7 ≡9 8 
  ×  6 5 9 ≡9 2 
  4 7 9 4 3   
 2 6 6 3 5    
3 1 9 6 2     
3 5 1 0 4 9 3 ≡9 7 

由於(8 × 2) ≡9 7，因此相乘的結果 3501493 有

可能是對的。 

當然，計算結果能通過這樣的檢查並不

保証結果就一定正確，但是如果通不過就肯



神奇的數字 9 

− 9 − 

定有問題了；因此這個技巧讓我們只花少量

而簡單的計算就能為計算結果的正確性加上

一層保障，相當實用。 

 

幾個有趣的表 

下表雖然一眼看來非常奇怪，不過如果

您仔細檢驗，會發覺這些關係確實存在： 

1 × 9 + 2 = 11 

12 × 9 + 3 = 111 

123 × 9 + 4 = 1111 

1234 × 9 + 5 = 11111 

12345 × 9 + 6 = 111111 

123456 × 9 + 7 = 1111111 

1234567 × 9 + 8 = 11111111 

12345678 × 9 + 9 = 111111111 

123456789 × 9 + 10 = 1111111111 

為什麼會這樣？如果您將整數以 10 的冪級

數表示就清楚了。舉例來說，上表的第 n 列

的等號左邊相當於 

)110()10310210 321 −×++⋅+⋅+ −−− nnnn K  

)1( ++ n  

經過乘開及化簡後，上式等於 

9/)110(
110101010

1

21

−=
+++++

+

−−

n

nnn K
 

由此可知表中的等號右邊為什麼會是一個全

部由數字 1組成的(n+1)位數。 

以下是另一個有趣的表： 

9 × 9 + 7 = 88 

98 × 9 + 6 = 888 

987 × 9 + 5 = 8888 

9876 × 9 + 4 = 88888 

98765 × 9 + 3 = 888888 

987654 × 9 + 2 = 8888888 

9876543 × 9 + 1 = 88888888 

98765432 × 9 + 0 = 888888888 

理由同樣簡單。上表等號左邊的一般式為 

))10(107108109( 321 nnnn −++⋅+⋅+⋅ −−− K  

)8()110( n−+−×  

經過乘開及化簡後，上式等於 

9/)110(8
1)1101010(109

1

21

−=
−++++−⋅

+

−−

n

nnn K
 

由於 9/)110( 1 −+n 是完全由數字 1 組成的數

字，上表的等號右邊因此是完全由數字 8 組

成的數字。 

以下是另一個有趣的表： 
12345679 × 9 = 111111111

12345679 × 18 = 222222222

12345679 × 27 = 333333333

12345679 × 36 = 444444444

12345679 × 45 = 555555555

12345679 × 54 = 666666666

12345679 × 63 = 777777777

12345679 × 72 = 888888888

12345679 × 81 = 999999999

上表中的 12345679 等於 81/)110( 9 − ，因此

當此數乘上一個 9 的倍數（例如 9K），結果

將是 

( )111111111
9/)110(81/)110(9 99

K
KK

=
−=−

 

看了以上三個表，如果讀者覺得還不過

癮的話，請自己試試看是否能找出下表中的

規律是什麼道理： 
1 × 8 + 1 = 9 

12 × 8 + 2 = 98 

123 × 8 + 3 = 987 
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1234 × 8 + 4 = 9876 

12345 × 8 + 5 = 98765 

123456 × 8 + 6 = 987654 

1234567 × 8 + 7 = 9876543 

12345678 × 8 + 8 = 98765432 

123456789 × 8 + 9 = 987654321 

 

猜數字的魔術 

許多與數字有關的魔術或謎題都是根

據數字 9 的特殊性質發展而來；以下我們來

看兩個「魔術」。 

 

一、猜中被拿掉的數字 
請你的一位朋友在一張紙上隨意寫下

一個位數至少有三位的整數，這個數是多少

只有他自己知道；然後請他告訴你這個數除

以 9 的餘數是多少，接著請他將紙上的數的

某個不是 0的數字拿掉（如：8435 拿掉 4得

835），然後將剩下的數除以 9 的餘數告訴

你，這時候你馬上可以指出被他拿掉的阿拉

伯數字是多少。 

你的做法是將你的朋友告訴你的兩個

數相減。如果他告訴你的前一個數比後一個

數大，被拿掉的阿拉伯數字就是前數減去後

數的結果。如果前數比後數小，被拿掉的阿

拉伯數字就是前數加 9 再減去後數的結果。

如果前數與後數相等，被拿掉的阿拉伯數字

就是 9。 

舉例來說，如果原來的數除以 9的餘數

為 7而被拿掉一個數字後除以 9的餘數為 2，

那麼被拿掉的數字一定是(7 − 2) = 5；如果原

數除以 9餘 2而被拿掉一個數字後除以 9的

餘數為 7，那麼被拿掉的數字一定是 9 + 2 − 7 

= 4，也就是(2 − 7) mod 9的值。 

讀者應當不難看出其中的道理，因為任

何一個整數除以 9 的餘數都等於該數的各個

位數相加的結果除以 9 的餘數，因此某數被

拿掉一個數字之前與之後除以 9 的餘數當然

與被掉的數字有非常直接的關係。 

 

二、猜中兩數的差 
請你的朋友在心中想好一個三位數，此

三位數的個位數和百位數不能相同，然後請

他將該數與將該數前後翻轉所得的新數相減

（大數減去小數，如：613 − 316 = 297），然

後告訴你相減結果的個位數是多少，這時候

你馬上可以指出相減結果的十位數和百位數

各是多少。 

其中的道理亦不難。首先，將一個三位

數前後翻轉其實就是將個位數與百位數對

調，因此翻轉之前與之後的兩個數的十位數

會是同一個數字。另一方面，既然是大數減

去小數，大數的百位數比小數的百位數大，

因此大數的個位數會比小數的個位數小，相

減時個位數必須向十位數借位，因此，相減

結果的十位數可以肯定一定是 9。 

由於任何一個整數除以 9的餘數都等於

該數的各個位數相加的結果除以 9 的餘數，

而一個整數前後翻轉所得的新數的各個位數

相加的結果與原數相比並不會改變，因此翻

轉之前與之後的兩個數除以 9 的餘數一定相

同，由此可知兩數相減的結果一定是 9 的倍

數，也就是說，相減所得的數的各個位數相

加的結果一定會是 9的倍數。
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既然相減的結果的十位數已經知道是

9，個位數與百位數相加必定會等於 9，而由

於個位數已被告知，因此只要將 9 減去個位

數就得到百位數了。 
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