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圓積木研究
葉均承 孫君儀

編者按：1998年，編者曾向作者邀稿，

當時兩位作者中，一位是北一女學生，另

一位就讀臺北市萬芳高中國中部。本篇內

容也於1998年由作者之一的葉均承同學

在臺北科學資訊展示中心做過簡報。這個

圓積木遊戲，作者曾在多所學校介紹過，

當時有學生提出證明「不可能辦到」，真

的辦不到嗎？

一、緣起

1998年，中研院數學所葉永南教授在一

次演講中，生動有趣地介紹了一些 "益智遊

戲"，其中有一樣圓積木遊戲(由Bradley教授

發明)──只是個不起眼的小木盒，裡面平放

了十三木條，木盒外另有一根小木條，遊戲

要求把盒外的這一根木條也放進盒子內，並

且能順利地將盒蓋蓋上。起初，我們並不以

為意，認為盒子上所說的"The world's most

difficult puzzle box"過於誇大，如此平凡的東

西，一定很容易解決。但我們試了許久，怎

麼放都放不進去，最後只有舉白旗投降了。

葉教授鼓勵我們靜下心來好好想，而且盒子

背面說此遊戲確有2個解，於是我們開始探

討其中的奧祕。

二、測量配件

經驗告訴我們進行遊戲解法的研究首先

要觀察配件，圓積木遊戲共有十四根長長短

短的圓柱木條，其長度分別約為12.9公分、

11.7公分、7.7公分(3根)、7.1公分、5.8公

分、5.2公分(2根)、4.8公分、4.4公分、3.

8公分(2根)、2.6公分。而圓柱直徑皆相等且

約為1.3公分，木盒內緣長約15.9公分、寬約

為4.2公分、高約為2.7公分。仔細觀察這些

數字，它們之間的比率非常的複雜且不規

律，突然靈機一動，原來美國使用的長度單

位是英制，一英吋約等於2.54公分。由於製

造及丈量上會造成些微的誤差，為了方便討

論，可將圓柱的直徑設為1單位，則這十四

根圓柱木條的長度、圓柱的直徑、木盒內緣

長、寬、高的長度應如下表所列。如此一

來，我們可以把看似雜亂無章的數據，經過

轉換變成有規律的資料，這就像是數學上有

很多的變換，可把複雜的問題變簡單。
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三、分析

原問題要求將這十四根圓柱木條全部放

置入木盒內，由於圓木與圓木之間必須有些

縫隙，如右圖中空白部份都會浪費掉。所以

我們可以將圓木視為底是1 x 1單位的長方體

。首先檢驗圓柱木條所佔的

體積與木盒的體積，以初步

了解置入的可能性。

1 x 1 x (10 + 9 + 6 x 3 + 5.5 x 2 + 4.5 + 4 x 2 +

3.5 + 3 x 2 + 2) = 12 x 3 x 2 = 72

體積正好相等，表示問題可能有解。要

讓這些圓柱木條全部放置入木盒內即是設法

用這些木柱的長度拼組6個12單位的長度，

於是我們做以下的分析。注意到圓木中有幾

根長度是比較特殊的──有兩根長為 5.5單

位；有一根長為4.5單位；另有一根長為3.5

單位。為了湊出6條12單位，這些非整數單

位的圓木必須兩兩合併在一起。它們只有以

下幾種可能的合併方式：

5.5 + 5.5 = 11 ; 5.5 + 4.5 = 10 ; 5.5 + 3.5 = 9 ;

4.5 + 3.5 = 8 。

A. 第一種情況：

 5.5 + 5.5 = 11 ; 4.5 + 3.5 = 8 。

由於沒有圓木長為1單位，無法使11單

位長湊成 12單位，因此這種情況不可能有

解。

B. 第二種情況：

5.5 + 4.5 = 10 ; 5.5 + 3.5 = 9 。

只能加一根2單位的圓木使10單位長湊

成12單位；加一根3單位的圓木使9單位長

湊成12單位。剩下的八根圓木長度分別為10

單位、9單位、6單位(3根)、4單位(2根)、

3單位。由於剩下的圓木已經沒有長為 2單

位，無法使10單位長的圓木湊成12單位，因

此這種情況也不可能有解。

以上兩種情況都不可能有解，這個玩具

根本沒有解答！但是為什麼木盒背面說明此

遊戲確有2組解呢？是不是騙人的呢？如果

不是騙人的，那是我們那裡弄錯了呢？再仔

細看看木盒上的遊戲目標："Can you get all

14 logs into the box and close the lid?"  (您能將

這14根圓木全部置入木盒中並合上蓋子嗎？)

它只要求我們將這14根圓木全部置入木

盒中並合上蓋子，並沒有⋯⋯.

四、問題解決

忽然靈光一閃，誰說圓木一定要全部以

橫的方向放入木盒中呢(假設木盒較長的部份

以左右方向擺在面前)？何不試著讓2單位、

3單位長的圓木直放，甚至將2單位的圓木立

放呢？

若我們把圓木擺置方式全部左右對調或

全部上下層對調的情形視為相同。因此，我

們依這三根圓木可放置的位置，分成幾種情

況來討論：

A. 三根圓木全部直放

我們沒有長為 1單位的圓木，因此這三

根圓木全部直放排列時不可以有留下1 x 1單

位空隙的情形，於是它們有下列圖示幾種放

置方式：
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※註：塗有陰影的圓木表示放置在上層，虛

線的圓木表示其位置可以在此層左右

移動。

圖(1)的情形，剩下的十一根圓木長度分

別為10單位、9單位、6單位(3根) 、5.5單

位(2根)、4.5單位、4單位(2根) 、3.5單位。

我們要用這些圓木拼湊成10單位、9單位(二

個)、12單位(三個)。10單位、9單位可各用

一根圓木置入，剩下的圓木要拼湊成9單

位、12單位(三個)。為了要拼湊9單位只能

用5.5單位 + 3.5單位這兩根，於是5.5單位、

4.5單位這兩根必須合併在一起。但是剩下的

圓木已經沒有長為2單位，無法使10單位長

湊成12單位，因此這種情況不可能有解。

圖(2)、圖(3)的情形與圖(1)的情形相同，

要用剩下的十一根圓木拼湊成10單位、9單

位(二個)、 12單位(三個)，也是不可能有

解。

如圖(4)、圖(5)、圖(6)、圖(7)的情形，

如果任意有一根3單位或2單位長的圓木直放

且不接觸木盒的左右兩壁，則此根圓木可能

將木盒此層的空間分割為10 + 1 ; 9 + 2 ; 8 + 3

; 7 + 4 ; 6 + 5單位等情形。每一種長度至少

有兩組，但是剩下的十一根圓木沒有 1單位

的圓木，無法填滿10 + 1單位的空間。剩下

的十一根圓木沒有二根 2單位的圓木，無法

填滿9 + 2單位的空間。對於8 + 3單位、7 +

4單位、6 + 5單位的情形，剩下的十一根圓

木已經沒有多餘長為3單位的圓木，使9單位

長的圓木湊成12單位。因此這些情況都不可

能有解。

如果任意有一根3單位或2單位長的圓木

直放且不接觸木盒的左右兩壁，無論其他

的十三根圓木如何放置，也是都不可能有

解。理由與上述相同。所以我們以後都可不

必再討論圓木直放且不接觸木盒的左右兩壁

的情況。

圖(8)、圖(9)的情形，我們都要用剩下的

十一根圓木拼湊成10單位(二個)、11單位(四

個)。圖(10)、圖(11)、圖(12)的情形，我們都

要用剩下的十一根圓木拼湊成10單位(三

個)、11單位(二個)、12單位。都是因為我們

沒有長為3單位、2單位、1單位的圓木，使

9單位長的圓木湊成12單位、11單位或10單

位，因此這些情況都不可能有解。

B. 二根圓木直放

這又可以分成兩種情況──二根 3單位

圓木直放與一根3單位、一根2單位直放。它

們放置的方式有下列圖示幾種情形：

圖(13)的情形、圖(14)的情形，9單位的

圓木因已經沒有長為 3單位的圓木，無法湊

成12單位，也沒有長為1單位的圓木湊成10

單位，因此這二種情況都不可能有解。

圖(15)的情形、圖(16)的情形，10單位
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的圓木沒有長為1單位的圓木湊成11單位，

因此這二種情況也不可能有解。

圖(17)的情形、圖(18)的情形，我們要用

剩下的十二根圓木拼湊成12單位(三個)、 11

單位、10單位(二個)。 我們可以這樣拼湊：

10 = 10 ; 6 + 4 = 10 ; 5.5 + 5.5 = 11 ; 9 + 3 = 12

; 6 + 6 = 12 ; 4.5 + 4 + 3.5 = 12。

這二種情況都有解，因其拼湊結構基本

相同，可視為同一組解。

圖(19)的情形、 圖(20)的情形， 10單位

的圓木因已經沒有長為 2單位的圓木，無法

湊成12單位，也沒有長為1單位的圓木湊成

11單位，因此這二種情況不可能有解。

C.一根圓木直放

這又可以分成兩種情況──一根 3單位

或一根2單位直放。根據A項中對圖(4)~(7)

的分析，我們可以排除圓木直放且不接觸木

盒的左右兩壁的情形，因此它們放置的方式

只有下列圖示情形：

圖(21)的情形，要用剩下的十三根圓木

拼湊成12單位(三個)、 11單位(三個) 。11

單位的長度只能這樣拼湊：9 + 2 = 11 ; 5.5 +

5.5 = 11 ; 4.5 + 3.5 + 3 = 11或4 + 4 + 3 =

11。剩下的10單位圓木再也無法拼湊成12單

位，因此這種情況不可能有解。

圖(22)的情形，要用剩下的十三根圓木

拼湊成12單位(四個)、 11單位(二個) 。此時

10單位圓木無法拼湊成11單位或12單位，因

此這種情況也不可能有解。

D.一根2單位長圓木垂直豎放且不接觸木盒

的左右兩壁

圖(23)的情形，則此根圓木左右側的空

間可能為10 + 1 ; 9 + 2 ; 8 + 3 ; 7 + 4 ; 6 + 5單

位等情形。每一種長度至少要兩組，但是剩

下的十一根圓木沒有 1單位的圓木，無法填

滿10 + 1單位的空間。剩下的十一根圓木沒

有二根2單位的圓木，也無法填滿9 + 2單位

的空間。雖然剩下的十一根圓木可能有二根3

單位的圓木，可以填滿8 + 3單位的空間，但

是已經沒有多餘長為3單位的圓木，使9單位

長的圓木湊成12單位。雖然剩下的十一根圓

木可能有二根 4單位的圓木，但是接著無法

湊成兩組7單位的長度來填滿7 + 4單位的空

間。剩下的十一根圓木無法湊成一個5單

位，無法填滿6 + 5單位的空間。因此對於有

一根2單位長圓木垂直豎放且不接觸木盒的

左右兩壁的情況，無論放在什麼位置，它們

都不可能有解。

E.二根 3單位長圓木直放、一根 2單位長圓

木垂直豎放

排除2單位長圓木垂直豎放且不接觸木

盒的左右兩壁的情形，它們放置的方式有下

列圖示幾種情形：

圖(24)的情形，要用剩下的十一根圓木

拼湊成12單位(二個)、 11單位、10單位(二
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個) 、 9單位。 我們可以這樣拼湊：

9 = 9 ; 10 = 10 ; 6 + 4 = 10 ; 5.5 + 5.5 = 11 ; 6

+ 6 = 12 ; 4.5 + 4 + 3.5 = 12。

這種情況又是一組解。

圖(25)的情形，會造成一個1 x 2 的空隙

沒有圓木來填滿它，因此不可能有解。

圖(26)的情形， 9單位的圓木因已經沒有

長為3單位的圓木，無法湊成12單位，沒有

長為2單位的圓木湊成11單位，也沒有長為

1單位的圓木湊成10單位，因此這種情況也

不可能有解。

F. 一根3單位長圓木直放、一根2單位長圓

木垂直豎放

排除2單位長圓木垂直豎放且不接觸木

盒的左右兩壁的情形，它們放置的方式只有

下列圖示一種情形：

圖(27)的情形，要用剩下的十二根圓木

拼湊成12單位(二個)、 11單位(三個)、10單

位(二個)。11單位的長度只能這樣拼湊：5.5

+ 5.5 = 11 ; 4.5 + 3.5 + 3 = 11或4 + 4 + 3 =

11。剩下的七根圓木再也無法拼湊成一個11

單位，因此這種情況也不可能有解。

G.只有一根 2單位長圓木垂直豎放

圖(28)的情形，要用剩下的十三根圓木

拼湊成12單位(四個)、 11單位(二個) 。此時

10單位圓木無法拼湊成11單位或12單位，因

此這種情況也不可能有解。

因為我們已經把圓木所有可能擺置的情

況都窮盡地討論完全，因此圓積木遊戲確實

恰有二組解。

五、研究心得與感想

這個圓積木遊戲讓我們想起出國旅行

時，在途中若從放的整整齊齊、裝的滿滿的

行李中抽出物品，我們幾乎很難再把它順利

地放回行李中。

這個圓積木遊戲設計的太巧妙了！它故

意把木柱設計成圓的，使我們的思維在不知

不覺中受到牽制，主觀地認為圓木必須橫

放，而經我們分析圓木橫放不可能有解的；

這也是為什麼我們當初屢試不解的主因。

我們經常在解題時作繭自縛，把題目沒

有要求的條件想為當然爾，如此對解題造成

莫大的障礙。這個圓積木遊戲給我們一個非

常深刻的教訓與啟示。
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