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一、前言

市面上有許多的益智玩具，看得令人眼

花撩亂，當我們開始玩這些遊戲的時候，往

往都是毫無策略地嘗試，在一次又一次的嘗

試中期望找到達成目標的途徑，或許有時候

的結果可以讓我們覺得離目標相當接近，但

是這些經驗卻始終無法累積成一必勝策略，

甚至好不容易的成功我們也只能歸因於運

氣、碰巧罷了，因為這樣的成功確實不代表

我們可以反覆操作，一試便能成功﹔而當自

己身為旁觀者觀看別人玩這些遊戲時，也可

以發現自己的經歷同樣也發生在別人身上，

難道這些所謂的益智遊戲，其價值僅僅是在

於考驗我們的運氣和記憶力嗎？有人說：

「玩這些益智遊戲，對我們的頭腦訓練有很大

的幫助，同時也能提升我們的數學程度」。

故我們決定靜下心來，好好分析這些益智遊

戲背後到底隱含了什麼數學知識，並從中找

尋致勝的秘訣。

本篇文章就是我們探討「所羅門寶藏」玩

具中的數學意涵並進一步探討此玩具帶來的

學習為何。

二、認識玩具

這些益智遊戲多是一些數學家的創作或

者是取材於歷史上有名的遊戲，因此遊戲背
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後一定有其值得探討的奧秘之處，為了揭開

這神秘的面紗，本節先從玩具的材料認識

起。

1.遊戲材料：（1）木盒子（見圖一）

（圖一）

(2)九個木塊（見圖二），其中有兩塊形狀大

小一樣而顏色不同(一塊為黃色、一塊為

紅色)

（圖二）

2.遊戲任務：

(1)將八塊形狀不同的長方體裝入一個木製的

方盒子中

(2)加了一小塊紅色長方體，將此九塊長方體

放入盒內
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說明：所謂木塊放入盒內是指木塊不能超出

盒子的頂端，且所有木塊也要能組合

成一長方體。

三、研究過程：

1.材料分析

由於在反覆試驗探索的過程中，我們發

現木塊之間有倍數關係，也就是說較大的七

個長方體都可以用數個最小的長方體來組合

而成。因此我們便想進一步以測量的方式來

了解這遊戲的材料，以證實我們在操作過程

中的發現的現象；而在測量的過程中，本文

三位作者所測得的結果部分是有些許的差

距，經多次的測量後取其平均所得的結果如

下：

●盒子內部經測量結果（最小單位0.1cm）得

長14.30cm  寬6.20cm  高9.30cm（圖三）

（圖三）

●九個木塊分別加以測量的結果如表一所示

（最小單位0.1cm）：

（表一） 單位：公分

根據以上的測量結果，若仔細觀察每一

小塊長方體邊長的關係，再加以比較長方體

間的體積大小關係，便可以發現八種長方體

邊長間都有接近整數倍的關係，而雖然有一

點點的誤差，但可以把他視為是測量時造成

的誤差或材料製作時不可避免的誤差。

由於這樣的測量結果與先前操作發現長

方體間的關係，為便於進一步分析及排除些

微數字的誤差，我們先把每個長方體編碼並

把最小的長方體三邊長定為a、b、c及體積

大小為V(V= a×b×c)，因此所有的長方體

大小及邊長關係則可以從（表二）一覽無遺：

（表二）單位：公分

2.任務分析

【分析方法一】

由以上觀察與分析知道每個長方體可以

由最小的長方體組合而成，觀察木盒子內緣

邊長似乎與最小長方體三邊長（a、b、c）也

有接近整數倍的關係（接近7a、2b、2c，

因為放入的木塊實際上不可能完全密合，所

以盒子比整數倍多了一些應是合乎情理

的），所以整個盒子也可以用整數個小長方

體裝滿；但我們考慮最後放進所有長方體之

後也要成為一個長方體的限制之下，兩種任

務的分析分別如下：

(1)若要放入八塊，則八塊的體積和為27V(即

27abc)，其三邊長可能為下列情形

27a×b×c　 a×27b×c
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a×b×27c　 9a×3b×c

9a×b×3c　 3a×9b×c

a×9b×3c　 3a×b×9c

a×3b×9c　 3a×3b×3c

由於盒子的邊長已受到限定，只要任一

邊長大於14.30公分，則無法放進木盒，因此

只剩下第10種情形可能發生，而且各邊對應

關係為3a對應6.20cm，3b對應9.30cm，3c

對應14.30cm才有可能發生。

(2)若要放入九塊，則九塊的體積和為28V，

仿照上一任務分析結果，對應的三邊長只

有可能是7a×2b×2c且7a對應的是14.

30cm，2b對應的是6.20cm，2c對應的是

9.30cm才有可能發生。

【分析方法二】

由於盒子本身的長、寬、高已受到限

定，若從盒子本身的限制開始分析也是一種

策略，考慮盒子的三邊分別可以與長方體的

三邊對應，其對應方式有下列六種（表三）：

（表三）單位：公分

在每種對應關係下所能夠組合出的最大

長方體體積及其邊長關係如（表四）所示：

（表四）

由表三的六種情形可以看出，本遊戲的

任務即是要完成第一及第五種情形，由此分

析亦可知道若要完成這兩種任務，盒子的邊

長應對應的關係與分析方法一的結果一致。

3.問題解決

(1)放入8塊

[思考]：當我們的目標是要組合成3a×3b×

3c的長方體時，考慮3a×3b×3c＝

3a×3b×c＋3a×3b×2c，進一

步分析其意義為原長方體可由3a×

3b×c（體積為9V）及 3a×3b×2c

（體積為 18V）兩個長方體組合而

成。

[操作]：首先我們試著將木塊依高度為c（即

A、B、C、E木塊）與2c（即D、

F、G、H木塊）分成兩類，此時的

目標為組成一3a×3b的面，結果發

現目標很快即可達成。

[思考]：分析此二類木塊的體積關係發現A

＋B＋C＋E＝9V，D＋F＋G＋

H＝18V，恰與目標吻合。

進一步猜測若一開始是將依長度a

及2a或寬度b及2b分類，是否也可

行，分類後其體積也有上述關係

（9V與18V），因此分析此一現象，

結果發現原因乃是27V＝3a×3b×

3c＝（a＋2a）×（b＋2b）×（c

＋2c），其意義即為三邊長分別為

3a、3b、3c的長方體，在其長、

寬、高上分別於其三等分點上切割

（如圖四），A∼H即為切割後所形

成的長方體，故不論最初以哪一邊

分類都是可行之道。
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（圖四）

變化：由於只要遇到長、寬、高三邊中有兩

者相等時即可以加以對調，因此A、

B、C、E和D、F、G、H間各自

可再對調，形成更多種的組合情形。

(2)放入9塊

[思考]：由於要組合的長方體是7a×2b×2c

的邊長關係，G（a×2b×2c）、H

（2a×2b×2c）別無選擇只能一種放

法（當然然位置可以再對調、旋

轉），7a×2b×2c扣除G（a×2b

×2c）、H（2a×2b×2c）之後，

其他七塊必須要能形成一4a×2b×

2c的長方體（7a×2b×2c－a×2b

×2c－2a×2b×2c＝4a×2b×2c），

任務才可能達成。若再由E（2a×2b

×c）、F（2a×b×2c）的邊長關

係看出這兩個木塊只有一種組合關係

（如圖五），當然F的位置可再加以

調整（如圖六），現僅以圖五作為基

本型的討論，若再考慮限制較多的方

塊D（a×b×2c），發現D只有兩

種擺法（圖七及圖八），而若是圖八

的情形，唯一能用A和A'填滿左前

方的缺口，但如此一來B、C方塊便

無法順利填滿右上缺口，因此只剩下

圖七情形可能成功。

當完成了圖七的組合後先以A（或A'）填

滿D旁的缺口（如圖九），則C的位置便僅

剩下圖十和圖十一可以考慮，但因為要放入

B方塊的關係故刪除圖十一的情形；若完成

了圖十的情形，方塊B及方塊A'（或A）就能

成功放入。

變化型：

1.因為a＝2，b＝3，所以我們可以推得

3a=2b的關係，這關係或許可以創造出不同

（圖七）　　　　　　 （圖八）

（圖五）　　　　　　　（圖六）

（圖九）

（圖十）　　　　　　（圖十一）
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的組合方式，例如把7a×2b×2c分解成

4a×2b×2c＋3a×2b×2c，3a×2b×

2c便可以轉換成2b×3a×2c，而此情形

即為在基本型中的G、H經旋轉九十度後

的情形。

2. A、B、C三塊可以組合成與E、A'完全

一樣的形狀（如圖十二和圖十三），故排出

一種後其可以再加以交換，若再加上左右

對調並考慮G、H位置，則可以搭配出許

多不同的組合方式。

（圖十二）　　　　　　（圖十三）

四、討論

當達成了遊戲所賦予的任務固然是一件

令人欣喜的事，但若我們也期望在學生或孩

子玩遊戲的過程之中學習到數學知識，教師

或家長是該比孩子更清楚遊戲背後的數學意

涵，本節重點即在探討此玩具究竟能訓練孩

子何種能力。

在現行的中小學科學教育中，對學生的

測量訓練還不是很好，而測量為何對一個學

生如此重要呢？藉由測量可以掌握數與量的

關係，從中還可以培養動手、動眼睛的主動

探索精神，學生若在長期的訓練下除了養成

良好的科學態度外，還可以訓練熟練的測量

技術，這對科學研究人才的培養是非常重要

的。而這樣的精神也與九年一貫十大課程目

標契合（謝新傳，民89），教師並非是不斷

地灌輸學生知識，而應是培養他能因應未來

生活的能力，許多的益智遊戲活動，不正是

提供訓練學生「主動探索與研究」與「獨立思

考與問題解決」能力的題材嗎？

學生在這個遊戲中，除了精熟其測量技

術外，也能從所得到的數據中培養對數字的

敏銳度，一旦能洞察數字之間的關係，就不

會覺得的這個遊戲的成功與否僅取決於運氣

本身了！在本研究過程中，並利用符號來記

錄，這對學習還具有兩種意涵。

第一，測量總無法避免誤差，學生若要

歸納出邊長間的關係就必須瞭解測量是怎麼

一回事，允許在些許的誤差或不準確中探討

問題的解決之道，這不更加符合生活情境中

的問題嗎？若學生學到的都是死板、缺乏彈

性的數學知識，我們又如何期望學生能以數

學方式來思考生活中的問題呢？

第二，利用符號簡記，在數學發展史上

是一個重要的突破，Skemp（1987）曾提出

符號的多種功能，在本遊戲中藉由符號化的

過程除了達到Skemp所說的「能反映活動」、

「助於顯示結構」之外，更便於進行操作與分

類的活動。而學生若能從中獲得「使用符號

將助於問題解決」的成功經驗的話，便不會

將符號只是視為抽象的記號，錯失了一個有

力的解題工具。

當任務達成的時候，我們可以用立體圖

或具體操作的方式讓別人瞭解最後的組合方

式，但除了這兩種方法之外，我們如何在書

面上透過文字或其他的敘述方式讓讀者瞭解

呢？尋找一適切的表達方式對學生而言也是
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一種挑戰，本研究提出與學生在學習過程中

相關的「座標法」，例如：放入八塊的時候，

在（0,0,0）與（2a,2b,2c）之間放入方塊H，

（2a,2b,2c）與（3a,3b,3c）之間放入方塊A（如

圖十四）。

（圖十四）

另外就數學知識而言，這個遊戲中至少

隱含了「數」與「形」的觀念，以及「數」與

「形」之間的互動，亦即操作者可藉由實體的

操作（測量或比較）洞察「數」的關係，另外

再由「數」之間的關係推測出「形」的可能，

因數、倍數、因數分解、使用符號式子溝通

表達及排列組合的知識都蘊含其中，當然對

許多學生猶如夢魘般的空間概念亦可以從中

培養。

總之，簡單的一個遊戲若在老師或家長

的細心引導之下，一個遊戲就不只是玩玩而

已了，他的價值將是無限的，這種情境的安

排與「真實數學（realistic mathematics）」的

學習理論架構是不謀而合的（如圖十五，），

除了重視數學問題與生活情境脈絡的連結、

發現探索合理的解答外，亦強調從實作與解

題過程中發現數學的規律與關係。

（圖十五）真實數學的學習過程（引自黃幸

美，民90）

五、應用

相同於此遊戲的操作，更直接可應用於

數學教學，如在學習乘法公式的時候，當遇

到二次方的時候我們便會以圖形表徵讓學生

與代數方法連結，同樣若要學習到三次方的

展開時，雖然難度增加，但藉由具體物的操

作將有助於學生學習，如：

32233 33)( babbaaba +++=+ 的乘法公式就可

以看成一邊長為a+b的立方體的分解（圖十

六）

（圖十六）

可以藉由操作分別看出以下有色長方體

的體積與邊長關係（圖十七至十九），更有寓

教於樂的意涵，同時也是一個很好的空間概
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念訓練教材。

(圖十七)　　　　　　　(圖十八)

(圖十九)

教師亦可進一步將更繁瑣的乘法公式設

計成積木操作的活動，如：

acabcbcabaacba (3)( 2222233 ++++++=++

abcbc 6)2 +

諸如此類將符號與具體物操作相結合的

活動，也可以應用在教師要引入代數的課程

當中，一般而言，學生在初學代數的時候，

造成許多錯誤的來源是在於學生還無法改變

過去慣用的具體操作思考方式，然而國中的

教材卻大多是以形式運思期的抽象思考或邏

輯推理為主（張景媛，民83），因此在具體

操作與形式運思兩種思考方式的轉變之間，

教師的角色就更加重要，需提供一過渡化的

學習方式給學生，融合抽象思考於具體操作

之中，積極學習使用符號幫助思考及解決問

題，以進行更抽象化的思考。

具體來說，本研究分析、探索整個遊戲

的過程亦可提供學生在遇到一個新問題時的

思維方式，例如本文作者之一(葉洹君同學)，

目前為國二學生，當他遇到下述因式分解的

問題：

924 2222 ++−− xyyxyx

開始她也不知道從何處著手，但她回想

她目前所學得的公式只有下述三種：

222 2)( bababa ++=+
222 2)( bababa +−=−

))((22 bababa −+=−

就像本研究所述之認識玩具及瞭解玩具

的特性一般，她慢慢的觀察題目的每一項，

認為這個題目不太可能是完全平方，很可能

是 22 )()( dcba ±−± 之類，所以她想到將原題

目分成兩類，一個是 2)( ba ± ，一個是

2)( dc ± ，所以從題目中，她知道可以把

)96( 22 +± xyyx 及 )44( 22 xyyx ±+ 配成兩個完

全平方式，分別是 2)3( ±xy 及 2)2( yx ± ，再經

過xy項係數的比較得知，原題等於 2)3( +xy  -

2)2( yx + 則可完成此題因式分解： 3( xxy −−+

)23)(2 yxxyy +++ ，這過程這就像本研究的解

題歷程一般，先藉由材料分析，再加以分類

之想法類似。

此外，老師除了可以將遊戲本身的任務

融入教學之中外，老師還可以利用這些遊戲

器材料發展出新的遊戲，如透過本文第三節

研究過程中的分析方法二，教師可以進一步

給學生其他任務：利用這些木塊是否可以組

合成16V、21V及24V的長方體？甚至可以

鼓勵學生自行設計題目互相考驗，將遊戲的

價值發揮至極致。

(下轉第10頁)


