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一、引言

今年暑假8月18、19日由九九文教基金

會主辦的TRML競賽在台灣大學、國立台灣

科技大學、國立台北商業技術學院及市立金

華國民中學熱鬧展開，當時吸引全台灣多所

高中學生參加，本人當時帶領學生參加此競

賽，回來後，為了增進學生對於數學競賽的

興趣，針對個人賽的部分進行解法研討，發

現當時每兩個題目只能做10分鐘，和之後研

討後的解法有多處不同，思考方式也更加嚴

密，也發現一個問題有時不會只有一種解

法，在學生與老師的互相激勵下，往往衍生

出多種解釋，學生也因此擁有腦力激盪的機

會，利用這次個人賽的題目，討論出問題的

解答。

二、題目

第一題．如圖所示， 6ACAB == 、 BP =

4CQCPBQ ==== 。求 AQAP ⋅ 之值。

(解一)

連接 AP 、 PQ 、 BC 因為 BQCP為菱

形，所以對角線互相垂直平分， PQ、 BC相

2001TRML個人賽之解法

楊明雯

國立宜蘭高級中學

交於 M ，假設 AP =x， PM =MQ =y，

BM =MC =h可得

(x+y)2+h2=36.......................................(1)

y2+h2=42=16.........................................(2)

(1)-(2)　x2+2xy=20

而 AQAP ⋅ =x(x+2y)=20

(解二)

假設 AM =x， PM = MQ = y，

BM =MC =h得到

x2+h2=36..............................................(1)

y2+h2=16..............................................(2)

(1)-(2)　x2-y2=20

AQAP ⋅  = (x+y)(x-y)=x2-y2=20

分析：解一和解二其實為同一種類型，但是

屬於觀察直角三角形各股長與 AP 和

AQ 的關係，才能看出結果，多數同

學了解此題可設未知數，也能了解菱

形對角線會互相垂直平分的性質。

(解三)利用解析幾何做法

假設 PQ、 BC的交點M座標為(0，0)設

P(-x，0)，Q(x，0)，A(-y，0)，B(0，h)

得到

(-x)2+h2=42...........................................(1)
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(-y)2+h2=62...........................................(2)

(2)-(1)　y2-x2=20

AQAP ⋅ =(-x+y)(x+y)=y2-x2=20

分析：以上三種做法，但是我也發現如果對

於分析不佳的學生，會試著使用第三

種解法(解析幾何)設立坐標軸，一樣

能解出答案。

第二題．設數列<a
n
>∞

=1n 滿足：a1=2，

a
2
=500，a

3
=2000，並設

1n

1n

1n1n

1n2n

a
a

aa
aa

−

+

−+

++ =
+
+

，

n=2，3，4......。求
20001999

2001

aa
a

⋅ 之值。

(解一)

將
1n

1n

1n1n

1n2n

a
a

aa
aa

−

+

−+

++ =
+
+

交 叉 相 乘 ， 得 到

(a
n+2
+a

n+1
)‧a

n-1
=(a

n+1
+a

n-1
)‧a

n+1
可以得到

a
n+2
‧a

n-1
=a
n+1
‧a

n+1
(其中a

n+1
‧a

n-1
相消)列

出一連串漸進式　　

a
2001
‧a

1998
=a
2000
‧a

2000

a
2000
‧a

1997
=a
1999
‧a

1999
　

a
1999
‧a

1996
=a
1998
‧a

1998

　　　   ...........

　　　   ...........

　　a
5
‧a

2=a4‧a4

　　a
4
‧a

1=a3‧a3

等式兩邊連乘，相同的消去，得到

a
2001
‧a

1
‧a

2=a3‧a1999‧a2000

所以
20001999

2001

aa

a

⋅ = 2
5002

2000
aa

a

21

3 =
⋅

=
⋅

(解二)

先算出a
4
=2000000，再從

21

3

aa

a

× =2=

23

4

aa

a

× ，依此類推答案可能為2，進而證明

正確性，從解一中將
1n

1n

1n1n

1n2n

a
a

aa
aa

−

+

−+

++ =
+
+

交叉相

乘，可以得到a
n+2
‧a

n-1
=a
n+1
‧a

n+1
(其中a

n+1

‧a
n-1
相消)

等號兩邊同乘 a
n
得到 a

n-1
‧ a

n
‧ a

n+2

=a
n
‧a

n+1
‧a

n+1

n1n

2n

1nn

1n

aa
a

aa
a

⋅
=

⋅
⇒

+

+

−

+
類推　　　

aa

a

aa

a

aa

a
....

aa

a

1n2n

3n

n1n

2n

1nn

1n

21

3

⋅
=

⋅
=

⋅
==

⋅ ++

+
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+
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+

2
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......

19981999

2000 =
⋅

==

分析：這一部分是第一冊中遞迴式的部分，

但是學生所學的過程中並沒有看過連

續四項的關係式，所以看到分式，習

慣將它交叉相乘化簡，從中看出遞迴

關係式，此題就是以此種方法起步。

第三題．設x>1，y>1，且(log
10
x)2+

(log
10
y)2=log

10
x2+log

10
y2，求x 的最大值。

(解一)

求x 的最大值，相當於先求log
10
x‧

log
10
y的最大值方便起見，令log

10
x=a，

log
10
y=b，得到a2+b2=2a+2b

2)1b()1a( 22 =−+−⇒ 利用圓的參數式

(a，b)=( θcos21+ ， θsin21+ )

ab= θθθθ cossin2)sin(cos21 +++

令 θθ sincost += ， 2t2 ≤≤− (由三角

函數的疊合得知)

t2t1tt21ab 22 +=−++=

                                    
2
1

)
2
2

t( 2 −+=

得到 2t = 時有最大值ab=4

所以x 的最大值為104=10000。

(解二)

利用算數平均數大於等於幾何平均數

)y(log)x(log
2

)y(log)x(log 2
10

2
10

2
10

2
10 ≥

+

ylogxlog 1010 ⋅= ...........................................(1)

因為(log
10
 x)2+(log

10
 y)2=log

10
 x2‧log

10
 y2

(1)可改成 ylogxlog
2

ylogxlog
1010

2
10

2
10 ⋅≥

+

ylogxlogylogxlog 10101010 ⋅≥+
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等號成立發生在log
10
 x=log

10
 y(x>1，y>1)

得到x=y，代回原式(log
10
 x)2+(log

10
 y)2=log

10
 x2

+log
10
 y2得到x=y=100，所以log

10
 x‧log

10
 y

的最大值為4，x 的最大值為104=10000。

(解三)

利用柯西不等式

222
10

2
10 )22]()y(log)x[(log ≥++

2
1010 )ylog2xlog2( +

因為(log
10
 x)2+(log

10
 y)2=log

10
 x2+log

10
 y2

2
1010

2
10

2
10 )ylogx(log4)ylogx(log8 +≥+ 　　

令log
10
 x+log

10
 y=t     t>0

2t4t16 ≥

0t4t 2 ≤−

0)4t(t ≤−

4t0 ≤≤ 且 0t >      4t0 ≤<⇒

又 t2ylogxlog2t 1010
2 =−

2
1

)1(
2
1

loglog 2
1010 −−= tyx

所以當t=4時，log
10
 x log

10 
y有最大值4

x 的最大值為104=10000。

分析：這個題目所能用到的方法很多，有算

幾不等式甚至三角函數，或是柯西不

等式(向量上)，也可以利用幾何學來

解釋，起因於算極大與極小值的方法

本來就有很多，學生可以比較不同的

解法，了解其中的差異。

問題四．如右圖所示的立方架，利用1

單位長的鐵桿焊接而成，1×1×1立方架需

要12根鐵條，2×2×2立方架需要54根，

試問10×10×10的立方架需要多少根這種

鐵條焊接？

(解一)

分別從長、寬、高來討論所需要的根

數，發現n×n×n立方架需要n×(n+1)×

(n+1)根構成所有長，同理也需要n×(n+1)×

(n+1)根構成寬與高，因此n×n×n的立方

架共需要n×(n+1)×(n+1)×3根，所以10×

10×10的立方架共需要10×11×11×3=3630

根鐵條。

分析：此題為數學遊戲中的一種，利用分析

長、寬、高的規律就可以得出共需要

多少鐵條，此題對於學生而言，是屬

於容易的一題。

(解二)

有些學生是觀察 a
1
=12， a

2
=54，

a
3
=144，a

4
=300，a

5
=540則a

2
-a
1
=b
1
=42，

a
3
-a
2
=b
2
=90，a

4
-a
3
=b
3
=156，a

5
-a
4
=b
4
=240，

b
2
-b
1
=c
1
=48，b

3
-b
2
=c
2
=66，b

4
-b
3
=c
3
=84，b

2
-

c
2
-c
1
=18， c

3
-c
2
=18所以依此類推出 c

4
-

c
3
=18，b

5
-b
4
=102，a

6
-a
5
=542，所以a

6
=1082

得到a
10
=3630

(解三)

從解二中，可以觀察出遞迴式，得到

a
n+3
-3a

n+2
+3a

n+1
-a
n
=18，其中a

1
=12，a

2
=54，

a
3
=144，(a

n+3
-a
n+2
)-2(a

n+2
-a
n+1
)+(a

n+1
-a
n
)=18

令 n1nn aab −= + 18bb2b n1n2n =+−⇒ ++

其中 42b1 = ， 90b2 =

令 18ccbbc n1nn1nn =−⇒−= ++

其中 48bbc 121 =−=
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所以 30n18)1n(18cc 1n +=−+=

12n21n9)1n(30)
2

n)1n(
(18bb 2

1n ++=−+
⋅−

+=

)
6

)1n2(n)1n(
(9aa 1n +

−⋅⋅−
+=

)1n(12)
2

n)1n(
(21 −+

⋅−
=3n3+6n2+3n所以

3630a10 =

分析：這三種方法嚴謹度不同，多數學生可

能先想到的是解二，但是較難找出其

關係式，只能依次類推，所以短時間

競賽中，解一不失為一種好方法。

問題五．設P(x)為非負的實係數多項

式，若P(1)=4，P(2)=5，P(3)=6，求P(90)。

(解)

因為此題針對P(x)為非負的實係數多項

式，所以討論如此的 P ( x )是否有可能

2)x(Pdeg ≥ ，一般而言，看到P(1)=4，P(2)

=5，P(3)=6，我們會假設P(x)= (x-1)(x-2)(x-

3)Q(x)+x+3，如此一來，P(90)成為未定數，

所以我們證明deg P(x)<2，令p(x)=(x-1)(x-2)

(x-3)Q(x)+x+3= 01
1n

1n
n

n axa.....xaxa ++++ −
− ，

又 P ( x )為非負的實係數多項式，所以

a......aa 21nn − ，，， 0aa 01 ≥，， 再令F(x)=P(x)-x-3=(x-

1)(x-2)(x-3)Q(x)= x)1a(.....xaxa 1
1n

1n
n

n −+++ −
−

)3a( 0 −+

F(1)=0

0)3a()1a(a.....aa 0121nn =−+−++++⇒ − .....

F(2)=0

2)1a(2a.....2a2a 1
2

2
1n

1n
n

n +⋅−+⋅++⇒ −
−

0)3a( 0 =− ..................................................

F(3)=0

(3)1a(3a.....3a3a 1
2

2
1n

1n
n

n +⋅−++++⇒ −
−

0)3a( 0 =− ..................................................

所以 -

)12(a.....)12(a)12(a 2
2

1n
1n

n
n +−++−+− −

−

0)1a( 1 =− ...................................................

-

()13(a....)13(a)13(a 2
2

1n
1n

n
n +−++−+− −

−

0)1a( 1 =−+ ...................................................

-

0)23(a....)23(a)23(a 2
1n1n

1n
nn

n =−++−+− −−
−

因為 0aaa......aa 0121nn ≥− ，，，， ，所以 an =

0a......a 21n ==== − 因此P(x)只能為一次式，P

(x)=a
1
x+a

0
又P(1)=4，P(2)=5，P(3)=6，所

以P(x)=x+3，P(90)=93

分析：當初很多學生馬上就能看出答案為

93，但是並不知道理論為何，而現階

段第一冊所學的若f(x)為大於或等於n

次多項式，而f(a
1
)=f(a

2
)=f(a

3
)=.....=

f(a
n+1
)=0，即可得到f(x)=0，但是此

題並沒有說明為幾次式，問題著重在

P(x)為非負的實係數多項式，所以證

明為何P(x)不可能為二次以上的式

子。

問題六．對任意一正整數n，定義多項

式f
n
(x)如下：

f
1
(x)=1+x3， f

2
(x)=1+4x9，......，

n32
n xn1)x(f +=

設 21 k
2

k
1921 xaxa1)x(f)x(f)x(f +++=⋅⋅⋅⋅

mk
mxa.....+ 。其中每個a

i
與k

i
都是正整數，且

k
1
<k
2
<......<k

m
，試求a

30
之值。

(解)

將f
1
(x)f

2
(x).......f

9
(x)相乘，因為

n32
n xn1)x(f += ，對所有

k

x3 項中，前面

121 333 .........
−k

xxx ，， 項相乘並不會影響
k

x3 的係數
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所以f
1
(x)f

2
(x).......f

9
(x)中並不會有係數進

位的情況產生，求a
30
相當於第31項的係數，

(第一項為常數項)

利用二進位法，31=1+2+4+8+16

所以相當於 243812793 xxxxx ⋅⋅⋅⋅ 相乘後的

係數，即為 )54321(54321 222222 =⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅

14400120)5( 22 ==！

分析：此題下手的重點即在於認清f
1
(x)f

2

(x).......f
9
(x)相乘後係數並不會進位造成

困擾，而
n32

n xn1)x(f += 皆為兩項，所

以每一個數字皆可以用二進位表示法表

示，得到係數為 22222 54321 ⋅⋅⋅⋅ 。

第七題．從五個不同的正整數中，任意

選出四個數，並計算其乘積，結果發現這樣

的乘積分別為：x，y，z，140及210。試

求xyz之最小值。

(解一)

先分解140=140=22×5×7，210=2×3

×5×7，觀察數字，發現這五位正整數中，

必有兩個數字有2，

由140=22×....觀察出，代表從兩個正整

數中分別抓出2。

同理其餘數字由3，5，7所組成，所以

xyz×140×210=28×34×54×74

xyz=25×33×52×72=1058400

(解二)

設此五數a,b,c,d,e,則140×210中間必有

三數重複，假設為a,b,c 210140de)abc( 2 ×=⇒

又140=22×5×7，210=2×3×5×7，

⇒ 140×210=23×3×52×72

所以
222 70)752()abc( =⋅⋅=

則de= 6
)752(

210140
2 =

⋅⋅
×

又140×210×xyz= (abcde)4

所以xyz之積最小應為

70)de()abc( 232 ⋅= 10584006 3 =

分析：此兩種解法皆由觀察四個數乘積應有

的規律出發，學生多能看出此種關

係。

第八題．已知有1、
2
1
、

3
1
、

4
1
、.....、

2001
1
共2001個數，規定"操作"一次如下：

拿掉其中任兩數a，b後，其餘不動，再加入

一數a+b+ab。經過2000次這樣的操作之後只

剩下一數，求此數。

(解)

先考慮
p

1
、

q

1
、

r

1
三數，先證明其分配

律成立，即先操作 p

1
、 q

1
，再操作

r

1
或先操

作
q

1
、

r

1
，再操作

p

1
，所得的結果是一樣

的，才可知先操作任何數結果相同。

先操作
p

1
、

q

1
，剩下

pq
1

q
1

p
1

++ 和
r

1
得

到 pqr
1

qr
1

pr
1

pq
1

r
1

q
1

p
1

++++++

或先操作
q

1
、

r

1
，剩下

qr
1

r
1

q
1

++ 和
p

1
得

到 pqr
1

qr
1

pr
1

pq
1

r
1

q
1

p
1

++++++

同理類推至操作四數時，任兩數先操作

其結果相同，類推至有限個(2001個)代表

1、
2
1
、

3
1
、

4
1
、.....、

2001
1
這2001個數中，

先操作哪一個結果相同。

而且觀察到 pqr
1

qr
1

pr
1

pq
1

r
1

q
1

p
1

++++++

即為(x-p

1
)(x-q

1
)(x-

r

1
)-1而x=1帶入

所以操作1、
2
1
、

3
1
、

4
1
、.....、

2001
1
這

2001個數，即為(1+
1
1
) (1+

2
1
)(1+

3
1
)
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(1+
4
1
)......(1+

2001
1
)-1

= 20011
2001
2002

........
2
4

2
3

1
2

=−⋅⋅⋅ 。

分析：此題多數同學利用前三個數字推出結

果為3，所以依次類推這2001個數也

會得到結果為2001，但並不知道其理

論支持，但是在短時間競賽中，此種

能以小類推大數字的方法，不失為解

題法之一。

三、結語

從數學競賽中，學生可以藉此得到腦力

激盪的機會，也可以測驗數學知識整合的程

度，有時候老師的工作必須評量學生想法的

邏輯性，從旁協助，因為光是學生的想法就

千變萬化。以上可能只為解法的其中之一，

想藉此拋磚引玉引起學生更多的解題想法，

也希望先進多多指教。

(上承第15頁)

結語

紐約及華府遭受的的恐怖攻擊凸顯了情

報蒐集的重要，雖然蒐集情報所涉及的領域

比密碼學要廣得多，但是密碼學在其中扮演

著關鍵的角色；據報載，美國鎖定的頭號主

嫌賓拉登平素對先進加密技術即抱持著高度

的興趣；雙方的開打可以想見在密碼學領域

將有一番較勁。

英文裡，研究加密的方法的學問稱為

Cryptography，研究如何破解密文的學問稱

為Cryptanalysis，這兩個領域合起來則稱為

Cryptology。

本文限於篇幅，只介紹了代換加密法的

四種類型中的兩種，另外兩種有機會筆者將

另文介紹。
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