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數學解題中「分與合」的推演

一、前言：

一般人想到「分分合合」四個字，可能會

聯想到人生際遇。不過若我們仔細想想自己

的學習數學之路，難道不也是一段「分分合

合」甚至還愛上「難分難合」的推演歷程。

高斯(Gauss  1777-1855)十歲解算術：

「計算 1＋ 2＋ 3＋⋯＋ 100=？」他藉由數目

的「配對結合」，快速而正確算出總和為

5050 。

萊布尼茲（Leibniz 1646-1716）當年解連

續「三角數」倒數和的無窮級數：「 ++
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」他將各項先除以 2得到：「
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」，改寫式子並「分

項對消」成「（ 2
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（ 5
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1 − ）+.....」因而輕易計算出總和為 2。

數學的解題世界裡，一切的思維與策

略，沒有現實社會裡虛華而複雜的因素，

「分與合」就考量其「分工合作」、「化繁為

簡」。藉著解題推演中思想與習性的導正和

陶冶，培養學習者解決問題的認「真」態度，

進而豐富其「善」的機智並提升「美」的鑑賞

力。

二、本文：

(一)我在上國三「相似形」時，設計了一道兩

小題的問題隨堂問學生：

下雨天，小明撐了一把傘，如圖(一)由
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八根火柴棒拼成的圖是實傘的正視平面圖：

(1)小明在路上遇見忘記帶傘的小華，如何只

移動四根火柴棒，使小華也有一把傘可以

遮雨？

這樣的問題，班上大部分的學生不花半分

鐘的時間都想得出將一把傘「分」成兩把

傘如圖(二)的答案。

(2)承第(1)題，如果又來了 2 人，請由圖(二)

再移動四根火柴棒，使四個人都有傘可以

遮雨？

此時，部分同學開始交頭接耳，有些人忙

著「分」傘。不久就有人講出如圖(三)四把

開花雨傘的答案，但隨即惹來不少笑聲，

不過我也鼓勵性的口頭肯定這個答案。最

後我公佈答案：就是「合」成圖(一)的原圖

傘，理由是：圖(一)和圖(二)都是「相似

傘」，而圖(一)的實傘，其傘下的圓半徑

是圖(二)任一把實傘的 2 倍，因此實傘下

可以遮雨的圓面積是圖(二)任一把實傘下

的圓面積的 4 倍。若圖(二)的一把傘可讓

圖(一)

圖(二)

圖(三)
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一人撐來遮雨，則圖(一)的傘便可讓四人

同時撐來遮雨。

(二)「合」與「分」並非對立，相反的，它們

相依相生。「合」與「分」或可期許得到

規律性、定理化以化繁為簡，而其完整

思考的內涵也往往蘊含不同層次的解題

智慧與思考價值，請比較以下四個問題

的各個解法與想法。

【問題一】：
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解一：

求值式= 4)
240
239

240
222

240
234

240
236( =÷+++

960
239222234236 +++= = 960

931

解二：
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【問題二】：

計算 1+2-3+4+5-6+7+8-9+......+97+98-99

之值。

解一：

求值式 = ( 1 + 4 + 7 + 1 1 + . . . . . . + 9 7 ) +

( 2 + 5 + 8 + . . . . . . + 9 8 ) - ( 3 + 6 + 9 + . . . . . . + 9 9 )
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解二：

求值式 = (1+2+4+5+7+8+... . . .+97+98)-

( 3+6+9+ . . . . . . + 9 9 ) = ( 3+9+15+ . . . . . . + 1 95 ) -
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解三：

求值式 = (1+2-3)+(4+5-6)+(7+8-9)+......

+(97+98-99)=0+3+6+......+96= 
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【問題三】：

矩形ABCD(如圖(四))中，已知 1=AB ，

2=AD ，若以C為圓心，整個矩形順轉 °90

，求 AD掃過的面積。

解一：

如圖(五)， AD掃過的斜線面積= ACD∆

面積 + 扇形 AAC ′面積 - 扇形 DDC ′面積 -

ADC ′′∆− 面積= ( ) ( ) 11
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解二：

CDAADC ′′∆≅∆Q

∴ 圖(五)的斜線面積 = 圖(六)的斜線面積
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解三：

如圖(七)， AD掃過的斜線面積

= ( ) ππ =
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圖(四) 圖(五)

圖(六)
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圖(七)

【問題四】：

甲、乙兩人同時從一矩形游泳池的某水道

兩端，用固定速度相向游泳，兩人第一次途中

相遇處距離甲出發這端有40 公尺，然後繼續

前進，且都到達另一端立即折返，第二次相遇

處距離乙出發一端 20公尺，求水道長？

解一：

先分別考慮兩人在第一次相遇前與第一

次到第二次相遇時所游的距離與時間。

設水道長 l 公尺，甲、乙游泳速率每分

鐘分別是 x與 y公尺。
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解二：

先分別考慮兩人在第一次相遇前與第二

次相遇前所游的距離與時間。

設水道長 l 公尺，甲、乙游泳速率每分

鐘分別是 x與 y公尺。
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解三：

考慮兩人「合」泳情形：第一次相遇兩人

「合」泳的距離等於水道長；第二次相遇前兩

人「合」泳的距離等於3倍水道長。所以甲第

二次與乙相遇時游的距離是第一次相遇的 3

倍，意即第二次兩人相遇時甲游40× 3=120(公

尺)。

∴水道長=120-20=100(公尺)。

(四)目前市售的學生用數學參考書籍多如牛

毛，我在一本「數學講義」裡看到這道問

題，因為是「教師用」的版本，所以附有

解答。我將其問題連同「解答」一併抄寫

如下，請讀者想一想各小題的「解答」內

容，再看下段內容。

【問題】：

如圖，回答下列各問題：

(1)長方形ABCD的周長。(以 x表示)

(2)長方形ABCD的面積。(以 x表示)

(3)灰色以外部分的面積。(以 x 表示)

(4)灰色部分的面積。(以 x 表示)
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解：

(1) 3614)1267(2 +=++× xx

(2 ) 728412)67( +=×+ xx

(3) 54459)65()312()267( +=×+=−×−+ xxxx

(4 ) 1839)5445()7284( +=+−+ xxx

以下這段內容，則是我在教學活動中與

學生討論問題的片段實錄：

師：這裡有兩個圖，在兩個矩形中各有兩條

平行的馬路，請同學比較馬路以外的面

積大小。

生：相等。【以下所指的「生」不一定指同一

學生】

師：這位同學能否說明你認為「相等」的理

由。

生：馬路以外的四個部份合起來就知道了。

【學生上台後在黑板畫了左、右兩圖】

師：有什麼理由說明馬路以外的四個部份可

以拼成右圖呢？

生：因為馬路是平行四邊形，兩條馬路的交

會處也是平行四邊形，所以兩邊都等

長，可以確定去掉馬路後兩邊可以完全

重合。

師：你的推論滿好的。不過這一條馬路的兩

邊可以完全重合起來，另外這一條的兩

邊也可以完全重合，如此便可以確認會

同時重合成右圖嗎？

生：應該會吧！

師：只張開右眼可以看到東西嗎？

生：可以。【許多學生齊聲說出】

師：只張開左眼可以看到東西嗎？

生：可以。

師：兩眼都張開可以看到東西嗎？

生：可以啊！【學生以為老師引例失敗，忍

不住發笑】

師：那只閉上右眼可以看到東西嗎？

生：可以。

師：只閉左眼可以看到東西嗎？

生：可以。

師：兩眼都閉起來可以看到東西嗎？

生：當然也⋯⋯不可以。

師：所以說分開做得好的事，合起來就難說

了！【拿出事先剪好的磁鐵板，將正確

的拼圖(如下圖)貼在黑板】看圖再想一想

面積會相等嗎？有沒有人願意表示其它

看法？

 生：可是左、右兩圖的兩條馬路面積都分別

相等，所以馬路的總面積相等，那麼馬

路以外的面積也應該相等才對。

師：老師現在舉個例子：你們班段考英文及

格有30人，數學及格29人；隔壁班英文

及格有35人，數學及格24人，請問兩個

班級中，英文或數學及格的人數有一樣

嗎？【在黑板畫圖說明，如下圖】
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師：所以說應該是不一定！問題就出在：雖

然兩個班級英文及格的人數與數學及格

的人數加起來都是 59人，但是你們班這

兩科都及格的人數是 25人，而隔壁班這

兩科都及格的人數是 20人，所以兩個班

級中，英文或數學及格的人數並不相

同。

師：現在讓我們回到原問題中，並實際比較

兩個矩形圖中馬路重疊處的面積大小。

【在黑板畫出馬路重疊處的圖 (如下圖)，

並比較說明】

作 BE， AF 均與矩形的一邊平行(如圖)

xAFBE ==⇒ 因為 ADFBCE ∆≅∆

所以平行四邊形ABCD面積=平行四邊形

ABEF 面積 2xxxMNBEAHBE =⋅=×<×=

= 原問題左圖馬路重疊處的面積⇒左圖馬路

面積小於右圖馬路的面積。

因此左圖馬路以外的面積大於右圖馬路

以外的面積。

三、結論：

台灣有句俗話說：「騙三歲囝仔！」話中

意含著：三歲左右的小孩子是容易受騙的。

不相信的話，將兩杯半滿與一杯滿杯的果

汁，分別給愛喝果汁，一個三歲和一個四歲

的兩兄弟，可能就有一場哭鬧戲看了！

可是，仍然有不少十三、四歲的國中生

「搞不懂」下面這道問題：「各取 6%與 12%

的食鹽水多少克，可以混合成 10%的食鹽水

240克？」其實，青少年學生對「吃東西」與

「花錢」是富有感覺的。如果教師在教學講解

此問題時能夠適時加入學生可以體驗的「動

態情境」：「兩 杯食鹽水分開喝進肚子跟混

合後再喝進肚子，喝下去的味道會不會不

同？喝進去的食鹽水有沒有一樣多？喝進去

的食鹽有沒有一樣多？」多了這道「加料」聯

想的催化和啟發，一些有所茫然的學生可能

會因為更明白題意、確立解題方向而列對類

似問題的方程組。

大多數的數學教師都說數學簡單，可是

卻有許多學生討厭數學。或許教師值得想

想：有沒有必要把數學「教」得那麼艱澀與無

趣！


