
與物體相連之彈簧的縱向振動

考慮一均勻之螺線圈彈簧，設其力常數

為k，自然長度為L，總質量為m，截面積為

A。此彈簧平放於一無摩擦力的水平面上，

其縱軸與x軸重合，如下圖一所示，彈簧一

端固定於x = 0，另端位於x = L，與一質量

為M的物體相連接。

圖一

若將質量為M 的物體，視為一受彈簧力

作用之質點，則可由牛頓第二運動定律求解

其運動，而知物體沿 x 軸之運動為簡諧振動。

一般高中與大學普通物理教科書，通常都假

設彈簧的質量可以忽略，而給出物體做簡諧

振動的頻率f 為

                                                         (1)

但 f  並非唯一可能之振動頻率，此彈簧

與物體組成之系統，還存在有其他較高之振

動頻率，亦即泛頻，此一結論在將彈簧視為

可以傳遞縱波之介質時，即可明顯看出。

本文之主要目的，是要指出上述質點與

波動兩種觀點間之關聯，以提供對此系統縱

向振動之更深入了解，以作為高中與大學教

學之參考。在探討問題時，本文假設此「彈

簧-物體」系統僅微幅偏離其靜力平衡態，而

其橫截面之面積 A 恆不改變，永遠維持為一

固定值。

當彈簧沿縱軸方向微幅伸縮時，其應力

(即每單位面積受到之力)與應變(即伸長量與

原來長度之比)成正比，故以力F，自然長度

L，伸長量 ∆L，及截面積A表示時，此正比

關係可表示為

                                                             (2a)

上式中 Y 為比例常數，可視為彈簧沿縱
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摘要

本文分別由質點與波動兩種觀點，探討一端固定，另端與物體相連之彈簧的縱向振動。

結果顯示一般物理教科書所給之簡諧振動頻率公式，其實是在彈簧應變為均勻，且彈簧無質

量的條件下，才能成立的。本文導出此物體與彈簧系統的駐波振動頻率所必須滿足的一般性

色散方程式，其解包括此系統的基音頻率，與所有高階泛音的頻率。當彈簧與物體的質量比

甚小時，可視此比之平方根為微量，而將色散方程式做低階展開，求出其近似解的公式。結

果顯示在此微量的二階近似下，以質點與波動方式獲得的基音頻率，確實是相同的，但波動

方式之解尚包括泛音的頻率。
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軸方向微幅伸縮時之有效楊氏係數。依虎克

定律，力 F 與伸長量 ∆L成正比，其比例常

數即彈簧之力常數 k，故上式亦可寫成

                                                             (2b)

即比例常數Y 可表示如下：

                                                             (2c)

設 以ξ ( x )代表位在 x 處之彈簧截面沿 x

方向的位移，則 ξ ( L )即物體 M 之位移 。考

慮彈簧上 x 到 x + ∆ x 之小段，其自然長度為

∆ x，而其伸長量則可用位移表示為

設在 x 處之彈簧截面所受來自其右方鄰

接部分沿 + x 方向之力為 F ( x )，則此小段

左、右兩側面之鄰接部分，對其所施之作用

力分別為 - F ( x ) 與 F ( x + ∆ x ) ≈ F ( x ) 。

依楊氏係數之定義，即式(2a)，可得以下關

係：

                                                             (2d)

(一)均勻應變下彈簧之振動頻率

在彈簧 - 物體系統做微幅振動時，若彈

簧之應變，到處都是均勻的，則應變∆ξ / ∆x

為常數，與 x 座標無關，即

                                                             (3a)

或

                                                             (3b)

在 x 處之彈簧截面，其速度 )(xξ& 為位移 )(xξ

對時間之微分，故由式(3b)可得

                                                              (3c)

上式中之 Mξ& 為物體振動之速度。因彈簧

之線質量密度為 m / L ，故可利用上式，先

求出彈簧上位於 x 到 xx ∆+ 小段之動能，再

以積分求出其總和，而得彈簧之動能為

                                                             (3d)

因物體之速度為 Mξ& ，故物體之動能為

                                                             (3e)

此系統之位能，可用力常數k 與彈簧之

伸長量 ，或物體之位移 ξ
M
，表示為

                                                               (4)

綜合以上結果，可知此彈簧 - 物體系統之總

力學能為

                                                               (5)

注意：當此系統處於靜止平衡態時，式(4)所

採用之位能為零，而其總力學能亦為零。上

式與質量為M + m / 3、力常數為k之簡諧振

子所具有之總力學能，形式完全一樣，顯示

此彈簧-物體系統沿x方向之運動確為簡諧振

動，其振動頻率為

                                                               (6)
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比較(1)與(6)兩式之結果，可知一般教科

書常見之簡諧振動頻率公式，即式(1)，其實

是假設彈簧應變為均勻，且彈簧質量m為零

時之結果。

(二)沿+x 方向傳遞之彈簧縱波的波速

考慮在彈簧中，有一沿+x方向傳遞之正

弦縱波。假設此波之振幅為 ξ
0
，波長為 λ，

波速為u，則波之頻率f可由 f λ = u之關係

決定。在任一時刻t，此波之波形可表示為

                                                               (7)

上式中ξ(x) 為在 x處的彈簧截面沿 x方向之位

移(由平衡位置起算)。若由上式求出位移ξ(x)

對位置座標 x 之微分後，再代入式(2d)之右

邊，則可得知在此截面右側的鄰接部分對其

所施之力F(x)為

                                                             (8a)

彈簧上位於 x到 x +∆ x之小段，其加速

度為位移 ξ (x)對時間之二次微分 ，而彈

簧之線質量密度為m/L ，故此小段之質量為

m∆ x/L。此小段的左、右兩邊，受到之作用

力分別為-F(x)與F(x+∆ x)，故由牛頓第二運

動定律，可得此小段彈簧之運動方程式為

                                                        (8b)

即

                                                             (8c)

由(7)與(8a)兩式可求出上式兩邊之微分，即

                                                             (8d)

                                                             (8e)

綜合(8c)、(8d)、(8e)三式之結果可得

                                                             (9a)

即波速u為

                                                             (9b)

上式中第二個等式係利用式(2c)之關係求

得，而 則代表彈簧之體質量密度。

(三)縱向駐波的振動頻率必須滿足的方

程式-色散方程式

假設此彈簧-物體系統以單一頻率f做縱

向駐波振動，則知其波長 λ = u / f。在此情

形下，彈簧各截面均以頻率f做簡諧振動。因

彈簧位在 x = 0之一端固定不動，其位移恆

為零，故在時刻t時，位於 x 處之彈簧截面，

其縱向位移可表示為

                                                             (10a)

上式中之常數 C 為振幅，且彈簧各點之位移

均為零時，取為時刻 t  = 0。

因物體與彈簧位於 x = L 之一端連接，

故物體亦必以頻率f做簡諧振動，其加速度

a
M
及所受來自彈簧的作用力F

M
，均與其位移

ξ 
M
，亦即 ξ  (x=L)，成正比。但因作用於彈

簧 x = L 端之力F(x=L)，實際上乃是來自物

體，與F
M
有作用力與反作用力的關係，即
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F
M
= －F(x=L)，故得

                                                             (10b)

將(10a)與(2d)兩式之結果代入上式，可得

                                                           (11a)

依式(9a)或(9b)，上式可簡化為

                                                           (11b)

若令 c = m / M，θ =(2π f L/u)，則上式可改

寫為

                                                            (11c)

故可看出，若以 y 為縱軸，θ 為橫軸，

則曲線 y = c / θ 與y = tanθ 相交之各點所對

應之θ 或  f ，即式(11b)之解。此等解有無窮

多，且當 c = m / M <<1時，均出現在θ
附近(n = 0,1,2,3,L)，如圖二所示。

圖二

(四)縱向駐波之基音與泛音頻率

設m << M，則由圖二或式(11b)可看出

基音頻率f
0
必使θ  =(2πf

0
L/u)<<1，而在此情

形下，正切函數可展開成下式：

                                                             (12)

將此結果代入式(11b)，可得基音頻率須滿足

之近似方程式為

                                                            (13a)

此為θ 2 之二次方程式，由二次方根之公式

可得

                                                            (13b)

故如視質量比(m/M)之平方根為微量參

數，則在此微量參數之二階近似下，可得

                                                            (13c)

綜合(3d)與(9a)兩式之結果，即可得駐波之基

音頻率為

                                                             (14)

上式之結果與式(6)相同，故不論是用質

點或波動方式，在微量參數之二階近似下，

基音頻率之答案是相同的。

設以 f
n
代表第n泛音之頻率 ( n =1,2,3,

L)，並令

( )                     (15)

則由式(11b)可得

π 2π 3π
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                                                            (16a)

當m << M時，上式顯示tanε 之值很小，因

此ε 也必須很小，故可將正切函數展開而得

                                                           (16b)

如保留微小量至(m/M)的二階，則由上式可得

                                                             (16c)

由式(9a)、(15)與(16c)可得第n泛音之頻

率 nf 的近似解為

                                                            (17a)

若只保留(m/M)的一次項，且n很大時，上式

之結果亦可表示為

                                                            (17b)

可見一般而言，此系統之泛音頻率，並

非基音頻率之整數倍。

(五)彈簧之兩端固定時，縱向駐波之基

音與泛音頻率

彈簧之兩端若均固定，則可視之為物體

質量M趨近於無窮大之情形，故此時彈簧縱

向駐波之基音與泛音頻率，實際上即為以上

結果在M趨近於無窮大之極限值。故由式

(14)得頻率 f0  為零，即彈簧靜止不動，此解

顯然可自可能之振動頻率中剔除；但由式

(17a)則可求得此情況下彈簧之基音與泛音頻

率，結果為

 (  )                               (17c)

由上式可看出此時彈簧上縱向駐波之泛

音頻率，均為基音頻率 之整數倍。利用式

(9a)之關係，可將上式表示為

                                                           (17d)

故知此兩端固定之彈簧，其駐波之波長

滿足以下之公式：

                                                            (17e)

此結果與兩端固定之弦線相同。
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