
什麼是「遞迴」？

「遞迴」（recurrence），或稱「遞迴關係」

（recurrence relation），是指將一個函數在某

個點（通常只討論整數點）的函數值以此函數

在其他點的函數值來表示的方式，例如：

)(nf 1)2/( += nf ,  )2()1()( −+−= nfnfnf  ,

)( =nf 12)(3 −+ nnf ,  ……等。

我們以上面的第一個式子為例說明。為

了討論方便，假設我們限制第一個式子中的n

是 2 的正整數次方（以便讓 2 可整除 n），則

根據此式，函數 f 在 n = 8 時的函數值等於 n

= 4 時的函數值再加 1 ，而 n = 4 時的函數值

又等於 n = 2 時的函數值再加 1。當然，上面

的函數定義並不完整，因為式子中只表明了f

( n ) 與  f ( n / 2 ) 兩個函數值之間的關係，我

們無法得知函數  在任何一點的函數值是多

少，因此如果要將某個函數以遞迴的方式明

確地定義，定義中必須包含該函數在至少一

個點的函數值，以便讓我們可以由此已知的

函數值出發，推出該函數在其他點的值；此

已 知 的 函 數 值 通 常 稱 做 「 邊 界 條 件 」

（boundary condition）。上面的例子中，如果

我們加上一個邊界條件：
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引言

假定我們問張三他最大的女兒今年幾

歲，他告訴我們：「我最大的女兒比我的第

二個女兒大五歲，我的第二個女兒又比我唯

一的兒子大三歲，而我兒子今年 11 歲。」雖

然張三沒有直接回答我們的問題，卻給了我

們足夠的資訊來推算出他最大的女兒今年是

19 歲。

也許讀者覺得上面的例子不大自然，那

麼再看下面這個可能發生在日常生活中的例

子：假定我們想要去動物園，不曉得它的位

置而求助於路人李四，他告訴我們：「從這

裡往前走約一百公尺會在路口看到一間警察

局，在那個路口左轉，往前走到第三個紅綠

燈會在路口看到一間郵局，在那個路口右轉

再走約兩百公尺就到了。」雖然李四沒有直

接告訴我們動物園的地址，卻提供了足夠的

資訊讓我們可以到達目的地。

讀者不難從上面兩個例子看出筆者想要

表達的概念；雖然張三和李四沒有直接回答

我們的問題，從他們的回答中我們還是可以

獲取想要的資訊。第一個例子中，我們透過

算出張三其他子女的年齡來求得他的大女兒

的年齡；第二個例子中，我們先到達其他的

地點（警察局和郵局）以便到達真正想去的地

點；這兩個例子中，張三和李四回答問題的

方式都用到了數學上一個稱做遞迴的概念。
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只要 n 是 2 的某個非負整數次方， f ( n ) 即可

求得。

由上面的幾個不同的 n  及對應的函數

值，我們不難「猜」出似乎有 1)2( += kf k 的

��，�������������

Basis step:

110)2( 0 =+=f 與已知的邊界條件相符。

Inductive step:

假設對某個非負整數 k ， 1)2( += kf k 成立，

�

因此根據數學歸納法得證：對所有 k ≥ 0 ，

1)2( += kf k  ，也就是當n 為2的任意非負整數

次方，函數 f(n)的一般式為 log)( 2= nnf 1+ 。

������一��������的�

�的一般式為�����的「解」（solution）。

更多的遞迴求解技巧

以下，我們再透過例題介紹幾個由遞迴

關係求出函數一般式的技巧。

例題一：例題一：例題一：例題一：例題一：假設 n 是 4 的任意非負整數次方，

而且

 

� f ( n ) 的一般式。

解：解：解：解：解：在前面的例子中，我們是由 n = 1時的函

數值 f ( n ) 開始，由小而大地推導出 n = 2, 4,

8 時的函數值並設法由其中觀察出 n 與 f ( n )

的關係；在處理許多遞迴問題時，以由大而

小的相反方向來推導也常常是一個不錯的方

法，也就是由 f ( n ) 出發：

整理後可得

 nnnfnf ++= 2/)4/(2)( 22

��������� )4/( 2nf ：

 nnnnfnf +++= 2/)4/)4/(2(2)( 232

�����

 01233 2/2/2/)4/(2)( nnnnfnf +++=

������������「猜」出以下的規

則：

0121 2/2/2/2/)4/(2)( nnnnnfnf kkkk +++++= −−

由於 n 是 4 的非負整數次方，因此當推導至

14/ =kn （即 kn 4= ）時， 27)4/( =knf 為已

��

����������，��������

証實。

例題二：例題二：例題二：例題二：例題二：假設 n 是任意非負整數且

求 f (n)的一般式。

解：解：解：解：解：仿例題一將 n 值由大而小推導的做法：
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〈根據假設〉

〈根據遞迴關係〉
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        2/)1(5 ++= nn

�������� f ( n ) 的一般式為 f (n)  = 5

+ n (n + 1) / 2；同樣的，這可由數學歸納法

予以証實。

例題三：例題三：例題三：例題三：例題三：假設
k

n 22= （�是任意非負整數）且

求 f (n)的一般式。

解：解：解：解：解：許多看似複雜的遞迴問題常可透過變數

的代換或是定義新的函數而被轉換成較容易

處理的問題。以這個題目來說，之前的做法

還是可行，另一個做法則是令 nm 2log= ，則

������一個���� )2()( mfmg = ，則

這個函數與原來的函數 f (n)相比很明顯容易

處理多了，仿照前面的例題，很容易可解得

1log3)( 2 += mmg ，因此

此即為 f (n)的一般式（可由數學歸納法予以

証實）。

另解：另解：另解：另解：另解：定義一個新的函數 )2()( 2nfng = ，則

����的���

 )(ng 3)1( +−= ng

           32)2( ×+−= ng

           33)3( ×+−= ng

           3)( ×+−= kkng

           3)( ×+−= nnng

因此

得到與前一個做法相同的結果。

例題四：例題四：例題四：例題四：例題四：假設
k

n 22= （�是任意非負整數）且

求 f (n)的一般式。

解：解：解：解：解：當 n > 2 時， nnfnnf 3)()( += ，若等

����時�� n ，得

如果我們定義一個新的函數 nnfng /)()( = ，

�

這個函數我們在例題三已經處理過，因此，

此即為 f (n)一般式（可由數學歸納法予以証

實）。

接下來我們將嘗試用較一般性的原則來

處理某一類型的遞迴問題。假設某遞迴函數

以如下的方式定義：

其中， f (1)為常數， g 和 h 都是 n 的函數，且

g (n) 在 1>n 時不為 0 。首先，我們試著將 �
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(n) 仿照前面的做法推導幾步看看：

)(nf )()1()( nhnfng +−=

      )()1()()2()1()( nhnhngnfngng +−+−−=

      )3()2()1()( nfngngng −−−=

      )()1()()2()1()() nhnhngnhngng +−+−−+

�������������������

項數越來越多且越來越複雜，因為牽涉到越

來越多的函數 g 的連乘，也許讀者會想：如

果能想個辦法將所有的 g 消除該有多好！這

其實正是解題的契機，因為函數 g 真的可以

透過定義新的函數而完全被消除！

我們注意到如果上面的推導持續下去，

最後會因為碰到邊界條件而中止，此時

= )()( gngnf +−− )1()2()3()2()1( fggngng

因此如果我們定義一個新的函數 )(1 nf ：

��� n > 1 ，

上式中，除了等號右邊的最後一項較複雜

外，函數 1f 的推導過程將因為它在等號右邊

的�數為 1 而被大大地簡化；事實上，不難

看出，對所有 n ≥ 1 ，
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法。

例題五：例題五：例題五：例題五：例題五：假設 n 是任意正整數且

求 f (n)的一般式。

解：解：解：解：解：對照以上說明，得知

                     且

定義新函數 )(1 nf 使得

��

因此

不難看出

因此
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������� f (n)的一般式，如果還想再

簡化，可利用部分分式的技巧：
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經過一番整理與化簡，可得
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同樣的，這可由數學歸納法予以証實。
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結語

用遞迴的方式定義的函數在計算機演算

法的設計與分析上扮演了重要的角色，尤其

與遞迴程式（recursive programs）有著密切

的關係；另外，在某些計數（counting）問題

中，遞迴關係也是一項有力的工具，可大大

簡化思考的過程。本文限於篇幅，僅就少數

幾個類型的遞迴關係作了簡單的介紹，將來

有機會將為讀者介紹其他類型的遞迴關係求

解的技巧。
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