
一、前言

2 0 0 0 年的雪梨奧運剛結束，在足球場

上，看到足球員為爭奪佳績而努力不懈，很

受感動！當球員踢角球時，有時進球，有時

則沒有，當然這與球員的技術和臨場狀況有

關，但是否與踢球的角度有關呢？以下便來

探討這個問題。

二、過程

假設足球的部份場地如下圖一所示，AB

表示球門， D 是踢角球的位置， C 是射門位

置。直線L是球直線行進的路線。（假設不踢

香蕉球）

圖一

因為要有最佳的射門位置，則α的角度

應該越大越好，也就是要尋找α的最大值。

(一)如何找出最佳射門角度？

[分析]：如果過 ABC 作一外接圓，則∠ ACB

是一圓周角， 是圓上的一個弦。

�� 長度固定，所以圓越小，則

圓周角∠ ACB 越大。又因為 C 在直

線 L 上，所以此圓至少要和直線有

一個交點，所以 C 的位置應該是切

點。換句話說，直線 L 恰好是一個
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通過 AB 兩點的圓的切線，切點 C正

是最佳的射門位置。

圖二

如圖所示，此時  =  ×  = m(m+d)

 = ，因此以D為圓心，

為��，������ �於 C ，即為所求！

待證：∠ ACB 為最大角度

證明：在直線 L 上任取一點 H ，連接 和

���線 因為∠ ACB 和∠ AG

B 都是對應到相同圓弧的圓周角。所

以∠ ACB = ∠ AGB 。又∠ AGB 是∠

AHB 的外角→∠ ACB = ∠ AGB >∠

AHB ，得證！

圖三

(二)θ和α角的關係？

圖四
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由餘弦定理，可知

 而在Δ ABC 中， cos α =   #

將上面的 、  帶入計算，經化簡之後，

����

��� α =

� A=    B=2m+d

� cos α     #

(三)何時踢入場內的角度（簡稱入射

角）和最佳射門角度是相同的？

此時，θ＝α

∴ cos θ =  再令 x =cos θ，

� x = Ax2 - 2Bx + A= 0

∴ x = 

���

B2-A2=(2m+d)2-[2 ]2=d2                       (※)

x = cos θ = 

=  or 

�� >1 ，

所以 x=cos θ＝  。

�����������

作法：1.利用上面提到做出 的方式

��� 長為直徑，作 一半

圓。

2.再以直徑的一個端點為圓心， m 長

為半徑，畫一弧交於 I 點。

3.此時θ角即為所求。

圖五

如果不要求是最佳射門角度，則要如何

找出和入射角度相同的射門角度？

從下圖來看，可知

圖六

Δ BCD ∼Δ BAC（AA）

∴  =  =  × 

� ���� �、 D 兩點的圓的切線。

C 點的求法，類似上面提到的方式，只是此

時延長的線段是取  = 。

(¥|)何種情況的最佳射門角度是 9 0

度？

也就是α＝ 90 °

由 cos α = ，

�= 　B=2m+d

由（※）可知， B>A  又 |cos θ |  1
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∴ Acos θ<B × 1=B　　→ B-Acos θ>0

因此當α＝ 90 °，則 cos90 ° =0 ，

此時，分子 A-Bcos θ =0

cos θ =  = 

��������θ���

���������������θ����

cos θ =

�����������������

AB線段為直徑，作一半圓，過D的射線與該

半圓相交的點，即是 90 度的射門角度。原因

是半圓上的圓周角一定是直角。

(五)射門角度α的範圍

如果θ＝ 90 °，則最佳射門角度是多少

度？

此時， cos θ =cos90 °＝ 0 ， cos α＝

 =  = ，我們可以發現這

����4）中求最佳射門角度是 90度時的入

射角度是相同的！

整個來說，因為最佳射門位置的位置與

過 A 、 B 的圓大小有關，圓越大，則α角越

小，也就是說入射角和最佳射門角度是成反

比！且 0<α<180 °

三、結論

目前的數學課程中，一再強調生活數學

的重要性，從這個實際的問題中，可衍生出

一連串的問題，在探討的過程中可能讓學生

瞭解到生活中的數學，以及真實情況和數學

表達中的差異，有助於學生更深入的體會。

足球員的抉擇
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