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以均差運算列表法及函數圖形平移法求取

多項式函數(上) 
李輝濱  

嘉義市私立輔仁中學退休教師  

壹、前言  
均差(Divided differences)是指在函數裡  (某兩個函數值的差 ) 與其  (對應輸入元素的

差 ) 的比值，是函數在某一區間內的平均變化率的測度。  

若 n +1 個已知數據點給出的 n次函數為  )(xfy   


n

t
t

t xa0
，其各數據點依序排列

為：  ( 0x , )( 0xf ), ( 1x , )( 1xf ), ( 2x , )( 2xf ),   , ( 1nx , )( 1nxf ), ( nx , )( nxf ) 此 n +1 個數  

據點的均差 (Divided differences) 運算可以寫成下列型式：  

       f ][ ix  = )( ixf         [ iy ] = iy      i  0,1,2,3,   , n   ，  

     f ix[ , 1ix , 2ix , , 1 jix , jix  ] = 
iji

jiiijiii

xx
xxxfxxxf







 ],,,[],,,[ 1121 
 

  ，    i  0,1,2,3,   , jn   ，   j   1,2,3,   , n  

若取定  i = 0 ，則毎一階第 1 項的詳細均差運算式必可表達成下列型式；  

0 階運算：   [ 0y ] = )( 0xf  = 0y  

1 階運算：   [ 0y , 1y ] = 
01

01 )()(
xx
xfxf




 = 
01

01

xx
yy




 = 
10

0

xx
y


+
01

1

xx
y


 

2 階運算：   [ 0y , 1y , 2y ] = 
02

1021 ],[],[
xx

yyyy



 = 
02

01

01

12

12

xx
xx
yy

xx
yy









  

           = 
))(( 2010

0

xxxx
y


+

))(( 2101

1

xxxx
y


+

))(( 1202

2

xxxx
y


 

3 階 運 算 ：  [ 0y  , 1y  , 2y  , 3y  ] = 
03

210321 ],,[],,[
xx

yyyyyy



 =
))()(( 302010

0

xxxxxx
y


 +

))()(( 312101

1

xxxxxx
y


+

))()(( 321202

2

xxxxxx
y


+

))()(( 231303

3

xxxxxx
y
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n階運算：    [ 0y , 1y , 2y , , ny ] = 
0

1210321 ],,,,[],,,,[
xx

yyyyyyyy

n

nn


 

 

                         = 





n

u n

ukk ku

u

xx

y
0

,0
)(

 

自第 2 階以後就看到了一連串的遞回除法過程，為了使關聯的層層計算過程更加清楚，特

以橫向表列形式來展示原型的均差演算過程與結果，詳情表列如下；  

x：    0x       1x       2x       3x          2nx        1nx       nx  

y： [ 0y ] = 0y  [ 1y ] = 1y  [ 2y ] = 2y  [ 3y ] = 3y    [ 2ny ] = 2ny  [ 1ny ] = 1ny  [ ny ] = ny  

1 階      [ 0y , 1y ]   [ 1y , 2y ]   [ 2y , 3y ]           [ 2ny , 1ny ]    [ 1ny , ny ] 

2 階         [ 0y , 1y , 2y ]  [ 1y , 2y , 3y ]  [ 2y , 3y , 4y ]        [ 2ny , 1ny , ny ] 

3 階               [ 0y , 1y , 2y , 3y ]            [ 3ny , 2ny , 1ny , ny ] 

                                                 

n階                      [ 0y , 1y , 2y , , ny ] 

針對已給定數據點先做均差運算並編製出其原型的均差計算表，在這原型的均差運算

表 內 無 法 直 接 尋 獲 滿 足 所 有 已 知 數 據 點 的 多 項 式 函 數 ， 必 須 再 運 用 著 名 的  牛 頓  ( Isaac 

Newton )插值多項式法 或 拉格朗日  ( Joseph-Louis Lagrange )的插值公式法才能計算出

此函數。兩者都需要就已知數據值先列出各相異多項式連乘積的線性組合運算式，再展開

連乘積作計算整理，最後重組成依次數由高而低順序排列、整式結構分佈的多項式函數。

插值多項式的相關問題可在參考文獻中分別參閱蔡聰明 (2010，2016)、及 R. Goldman, M. 

Kaufmann. (2002)等資料。  

本 文 要 提 出 新 思 維 的 另 類 分 析 操 作 法 ；  [ 1 ] . 對 滿 足 已 給 定 數 據 點 的 多 項 式 函 數  

)(xfy   


n

t
t

t xa0
 先做出其橫式的均差運算表。[2].接下來的思維是：若數據點裡無  

(0, 0a )這個點，則要將原多項式函數 y的各數據點依序同步變換為： (0, )0(g ), ( 1v , )( 1vg ), 

( 2v  , )( 2vg  ),    , ( 1nv  , )( 1nvg  ), ( nv  , )( nvg  ) ， 使  000 0 xxv    , 0xxv ii   

)0( ni    ， 且  )( ivg  = )( ii xfy  ， 形 成 一 新 構 的 試 驗 性 多 項 式 函 數  z




n

t
t

t vbvg
0

)(   。再編製出此試驗性多項函數  z 


n

t
t

t vbvg
0

)( 橫式的均差運算表。

[3].接著，對此 z 


n

t
t

t vbvg
0

)( 多項函數逐次分別做出其降 1 次數的 1n 次多項函數




n

t
t

t vbvpp
1

1
11 )( 均差運算表，降 2 次數的 2n 次多項函數 )(22 vpp  


n

t
t

t vb2
2
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均差運算表，，直到降 3n 次數的 3 次多項函數   
3

0 33 t
t

ntn vbp ，降 2n 次數

的 2 次多項函數    
2

0 22 t
t

ntn vbp  ，及降 1n 次數的 1 次多項函數 11   nnn bvbp  

等各級均差運算表；在這編製完成的均差運算表中可清楚地看見所有表  
列中 z列與各 ip 列的第 1 項位置處都有一個常數。直接取出這些常數值就可組合成以假

設 的 虛 擬 數 據 點  (0, 0b  )為 首 的 n  +1 個 數 據 點 ( iv  , )( ivf  )所 屬 的 試 驗 性 多 項 式 函 數 z




n

t
t

t vbvg
0

)( ！此一試驗性多項式函數並不是滿足已給定數據點 ( ix , )( ixf )的正確多項

式函數。[4]. 最後，再將這個初探的試驗性多項式函數  z 


n

t
t

t vbvg
0

)(  以函數圖形

平移法作轉換而還原成滿足已知初始數據點 ( ix  , )( ixf  )的正確原型多項式函數  )(xfy 

 


n

t
t

t xa0
。  

 

貳、本文  
做出毎一份均差運算表，及由原型運算表中各階第 1 位置數字所構建成多項式函數的

演繹分析推理流程中必頻繁的需要應用到下列 2 個基本性質 ----引理，以作為承續鋪陳理

論的橋樑，增益印證主題的功能；  

 

一、數學基本性質  

引理 1. nx ny = ( yx )( 12233221   nnnnnn yxyxyxyxyx  ) (L1) 

[證明 ]：略。  

 

引理 2.  (牛頓插值法 ) 毎一個一元 n次多項式函數  )(xf  都可表成   

)(xf  =  [ 0y  ] + [ 0y  , 1y  ] )( 0xx   + [ 0y  , 1y  , 2y  ] )( 0xx  )( 1xx   + [ 0y  , 1y  , 2y  , 3y  ] )( 0xx    

     )( 1xx  )( 2xx    +    + [ 0y  , 1y  , 2y  ,  , 1ny  ] )( 0xx  )( 1xx  )( 2xx   )( 2 nxx  

     + [ 0y , 1y , 2y , , ny ] )( 0xx  )( 1xx  )( 2xx   )( 2 nxx )( 1 nxx  (L2) 

[證明]：利用多項式的除法定理或由餘式定理，可逐步推演下列運作程序； 

(1) 先做出 0 次多項函數：取 )()( 0000 xqyaxf   ，此為通過 ( 0x , )( 0xf )點的常數

函數。它是 0 次多項函數。  
(2) 做出 1 次多項函數：取 1 次多項函數 )(1 xq 使其通過 ( 0x , 0 )點，由因式定理，可令  

)(1 xq  = )( 01 xxa  ， 於 是 有 1 次 多 項 函 數  )(1 xf ， 使 構 成  )(1 xf )(0 xq  + )(1 xq  =

)( 010 xxaa  ， 並 通 過 ( 0x  , )( 0xf  ) 點 。 再 讓 )(1 xf 通 過 ( 1x  , )( 1xf  ) 點 ， 則










01

01

01

011
1

)(
xx
yy

xx
axf

a [ 0y , 1y ] ，因此有  )(1 xf [ 0y ] + [ 0y , 1y ] )( 0xx  。 
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(3) 做出 2 次多項函數：取 2 次多項函數 )(2 xq 使其通過 ( 0x , 0 )點與 ( 1x , 0 )點，再由因式

定理，可令  )(2 xq = )( 02 xxa  )( 1xx  ，於是再有 2 次多項函數  )(2 xf ，使構成 )(2 xf
= )(1 xf  + )(2 xq  =[ 0y  ] + [ 0y  , 1y  ] )( 0xx   + )( 02 xxa  )( 1xx    。 再 令 )(2 xf 通 過 ( 2x  ,

)( 2xf )點，則     
))((

)](,[][)(

1202

0210022
2 xxxx

xxyyyxf
a




  

= 
))((

))(()](,[))()((

1202

010210122

xxxx
yxfxxyyxfxf




 

= 
))((

)](,[)](,[)](,[

1202

011002101221

xxxx
xxyyxxyyxxyy




 

=
))((

)](,[)](,[

1202

0102101221

xxxx
xxxxyyxxyy




=
))((

)](,[)](,[

1202

12101221

xxxx
xxyyxxyy




 

= 
02

1021 ],[],[
xx

yyyy



 = [ 0y , 1y , 2y ] 

因此就得到   )(2 xf =[ 0y ] + [ 0y , 1y ] )( 0xx   + [ 0y , 1y , 2y ] )( 0xx  )( 1xx   。  

(4) 仿效此方法持續做下去，直到 n +1 個點都做完為止，最後將 n +1 個多項函數 )(xqk 相

加起來，即得到下列牛頓插值法的 n次多項函數  )(xf  ；  

)(xf  =  [ 0y  ] + [ 0y  , 1y  ] )( 0xx   + [ 0y  , 1y  , 2y  ] )( 0xx  )( 1xx   + [ 0y  , 1y  , 2y  , 3y  ] )( 0xx 
)( 1xx  )( 2xx    +    + [ 0y  , 1y  , 2y  ,  , 1ny  ] )( 0xx  )( 1xx  )( 2xx   )( 2 nxx  

+ [ 0y , 1y , 2y , , ny ] )( 0xx  )( 1xx  )( 2xx   )( 2 nxx )( 1 nxx  (L2)  

 

二、以均差運算及逆推均差運算列表法直取初探的試驗性多項式函數 

假設給定的 n +1 個數據點依序排列為：  ( 0x , )( 0xf ), ( 1x , )( 1xf ), ( 2x , )( 2xf ),   , 

( 1nx , )( 1nxf ), ( nx , )( nxf )，滿足數據點的 n次函數為  )(xfy   


n

t
t

t xa0
，若數據點裡

無 (0, 0a )這個點，則應用上述引理 1.的關係式對多項式函數做各階均差運算，可逐一獲得； 

1 階 運 算 ： [ 0y  , 1y  ] = )(
1 1

11

0 0 





n

t
iitt

it xxa   ， 2 階 運 算 ： [ 0y  , 1y  , 2y  ] =

)(
2 2102   tkji

kjin

t t xxxa   ， 3 階 均 差 層 層 迭 代 運 算 ： [ 0y  , 1y  , 2y  , 3y  ] =

)( 33 2103
l

tlkji
kjin

t t xxxxa  
，    ， n階運算：[ 0y , 1y , 2y , , ny ]= na 等，將這些

計算完成的運算式編製成下列的原型均差運算表：  
A. 原型均差運算表  
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對  )(xfy   


n

t
t

t xa0
多項式函數作出橫式的完整原型均差運算表；  

x：   0x               1x              2x          1nx          nx    

y：  

n

t
t

t xa0 0        

n

t
t

t xa0 1        

n

t
t

t xa0 2     
n

t
t

nt xa0 1   

n

t
t
nt xa0  

1 階：
)(

1 1

11

0 0 





n

t
iitt

it xxa
  

)(
1 2

11

0 1 





n

t
iitt

it xxa
    

)(
1

11

0 1 



 
n

t
i
n

itt

i nt xxa
 

2 階：       )(
2 2102   tkji

kjin

t t xxxa   )(
2 3212   tkji

kjin

t t xxxa      

3 階：              )( 33 2103
l

tlkji
kjin

t t xxxxa  
     

4 階：                  )( 434 2104
ml

tmlkji
kjin

t t xxxxxa  
      

                                                                 

2n 階：         )(
2

2210
2210

2210







n

n

kkkk

k
n

kkk
n xxxxa


 + )( 2

01  


n

i in xa + 2na        

1n 階：                       )( 1

0 



n

i in xa + 1na      )(
1

n

i in xa + 1na  

n階：                                         na   

最末列 n階出現的數字是 na ，此 na 即為這多項式首項 n次數係數的數值。 

B. 新構的試驗性多項式函數  

將原數據點 ( x , )(xf )假設為新數據點 ( v , )(vg )，使 0xxv ii   )0( ni  ，且  )( ivg

= )( ii xfy  ，形成一新構的試驗性多項式函數 z 


n

t
t

t vbvg
0

)( ，而 nb = na  。再編製

出此試驗性多項式函數 z 


n

t
t

t vbvg
0

)( 橫式均差運算表，如下表：  

v：      0          1v               2v                3v         

z：     0b       

n

t
t

t vb0 1        

n

t
t

t vb0 2          

n

t
t

t vb0 3     

1 階：    

n

t
t

t vb1
1

1    )(
1 2

11

0 1 





n

t
iitt

it vvb    )(
1 3

11

0 2 





n

t
iitt

it vvb      

2 階：          )(
2 2

22

0 1 





n

t
iitt

it vvb   )(
2 3212   tkji

kjin

t t vvvb        
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3 階：            )(
3 3213   tkji

kjin

t t vvvb  )( 43 3213
l

tlkji
kjin

t t vvvvb  
 

4 階：                  )( 44 3214
l

tlkji
kjin

t t vvvvb  
    

                               )( 544 3214
ml

tmlkji
kjin

t t vvvvvb  
      

                                                                  

2n 階：               )(
2

2321
3210

3210







n

n

kkkk

k
n

kkk
n vvvvb


 + )( 2

11  


n

i in vb + 2nb  

             )(
2

1321
2210

2210







n

n

kkkk

k
n

kkk
n vvvvb


 + )( 1

11  


n

i in vb + 2nb         

1n 階：                       )( 1

1 



n

i in vb + 1nb    )(
1

n

i in vb + 1nb    

n階：                                         nb  

注意到最末階是常數 nb ，以上操作出的橫式列表即完成了以數據點 (0, 0b )為首的試驗性多

項式函數 n次數  z 


n

t
t

t vbvg
0

)(  原型均差運算表。而 nb = na  。 

事 實 上 ， 這 個  z 


n

t
t

t vbvg
0

)(   原 型 均 差 運 算 表 內 的 數 字 資 料 與 前 述 在 A.節 的

)(xfy   


n

t
t

t xa0
原型均差運算表內的數字資料完全相同，除了兩者在第 1 列的 x值

與 v值不相同外。所以，就用 z 


n

t
t

t vbvg
0

)( 原型均差運算表取代之。 

 

C. 作出  z 


n

t
t

t vbvg
0

)(  各降級次數多項式函數的橫式均差運算表  

C1. 作出降 1 次數的  


n

t
t

t vbvpp
1

1
11 )( 多項式函數的均差運算表，如下；  

v：      0          1v               2v                3v         

1p ：     1b       

n

t
t

t vb1
1

1         

n

t
t

t vb1
1

2         

n

t
t

t vb1
1

3     

1 階：     

n

t
t

t vb2
2

1   )(
2 2

22

0 1 





n

t
iitt

it vvb   )(
2 3

22

0 2 





n

t
iitt

it vvb    

2 階：         )(
3 2

33

0 1 





n

t
iitt

it vvb    )(
3 3213   tkji

kjin

t t vvvb      

3 階：            )(
4 3214   tkji

kjin

t t vvvb   )( 44 3214
l

tlkji
kjin

t t vvvvb  
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3n 階：            )(
2

3321
4210

4210







n

n

kkkk

k
n

kkk
n vvvvb


 + )( 3

11  


n

i in vb + 2nb  

                       )(
2

2321
3210

3210







n

n

kkkk

k
n

kkk
n vvvvb


 + )( 2

11  


n

i in vb + 2nb  

2n 階：                      )( 2

1 



n

i in vb + 1nb     )( 1

1 



n

i in vb + 1nb   

1n 階：                                      nb                 nb  

 

C2. 作降 2 次數的 )(22 vpp  


n

t
t

t vb2
2

多項式函數的均差運算表，如下；  

v：      0          1v               2v                3v         

2p ：    2b       

n

t
t

t vb2
2

1       

n

t
t

t vb2
2

2         

n

t
t

t vb2
2

3     

1 階：     

n

t
t

t vb3
3

1   )(
3 2

33

0 1 





n

t
iitt

it vvb   )(
3 3

33

0 2 





n

t
iitt

it vvb    

2 階：         )(
4 2

44

0 1 





n

t
iitt

it vvb    )(
4 3214   tkji

kjin

t t vvvb      

3 階：            )(
5 3215   tkji

kjin

t t vvvb   )( 45 3215
l

tlkji
kjin

t t vvvvb  
 

                                                                  

4n 階：            )(
2

4321
5210

5210







n

n

kkkk

k
n

kkk
n vvvvb


 + )( 4

11  


n

i in vb + 2nb  

                       )(
2

3321
4210

4210







n

n

kkkk

k
n

kkk
n vvvvb


 + )( 3

11  


n

i in vb + 2nb  

3n 階：                      )( 3

1 



n

i in vb + 1nb     )( 2

1 



n

i in vb + 1nb   

2n 階：                                      nb                 nb  

 

C3. 持續作降 3 次數的 3n 次多項式函數 


n

t
t

t vbvpp
3

3
33 )( 均差運算表； 
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v：      0          1v               2v                3v         

3p ：    3b       

n

t
t

t vb3
3

1         

n

t
t

t vb3
3

2         

n

t
t

t vb3
3

3     

1 階：     

n

t
t

t vb4
4

1   )(
4 2

44

0 1 





n

t
iitt

it vvb   )(
4 3

44

0 2 





n

t
iitt

it vvb    

2 階：         )(
5 2

55

0 1 





n

t
iitt

it vvb    )(
5 3215   tkji

kjin

t t vvvb      

3 階：            )(
6 3216   tkji

kjin

t t vvvb   )( 46 3216
l

tlkji
kjin

t t vvvvb  
 

                                                                  

5n 階：            )(
2

5321
6210

6210







n

n

kkkk

k
n

kkk
n vvvvb


 + )( 5

11  


n

i in vb + 2nb  

                       )(
2

4321
5210

5210







n

n

kkkk

k
n

kkk
n xvvvb


 + )( 4

11  


n

i in vb + 2nb  

4n 階：                      )( 4

1 



n

i in vb + 1nb     )( 3

1 



n

i in vb + 1nb   

3n 階：                                      nb                 nb  

 

C4. 持續作降 4 次數、降 5 次數、、直到降 3n 次數的   
3

0 33 t
t

ntn vbp ； 

v：      0          1v             2v                3v         

3np ：   3nb      
3

0 13t
t

nt vb      
3

0 23t
t

nt vb       
3

0 33t
t

nt vb    

1 階：   
2

0 12t
t

nt vb  )(2

0 20 12 



t
iitt

int vvb   )(2

0 30 22 



t
iitt

int vvb      

2 階：        )( 2

1i in vb + 1nb       )( 3

1i in vb + 1nb              

3 階：                        nb                    nb             

 

C5. 持續作降 2n 次數的 2 次多項式函數   
2

0 22 t
t

ntn vbp 均差運算表； 

v：      0          1v             2v                3v          

2np ：   2nb       
2

0 12t
t

nt vb      
2

0 22t
t

nt vb       
2

0 32t
t

nt vb    
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1 階：      11  nn bvb    )( 2

1i in vb + 1nb    )( 3

2i in vb + 1nb      

2 階：                nb              nb              

 

C6. 最終，再作出降 1n 次數的 1 次多項式函數 11   nnn bvbp 均差運算表； 

v：      0          1v             2v                3v          

1np ：   1nb      11  nn bvb       12  nn bvb        13  nn bvb    

1 階：      nb              nb              nb           

 

C7. 從上述 B 節、C1 節、C2 節、至 C6 節新作完成的所有均差運算表中可清楚地對

照並看見 B 節運算表中 1 階、2 階、3 階、、 2n 階、 1n 階、 n階等各階的

第 1 項數值恰好成有秩序地逐一分別落在 C1 節運算表中 1p 列、1 階、2 階、3 階、

、 3n 階、 2n 階、 1n 階等各階的第 2 項位置處。同樣地，C1 節運算表中

1 階、2 階、3 階、、 2n 階、 1n 階等各階的第 1 項數值恰好成有秩序地逐一

分別落在 C2 節運算表中 2p 列、1 階、2 階、3 階、、 3n 階、 2n 階等各階的

第 2 項位置處。同樣地，C2 節與 C3 節運算表、、C4 節與 C5 節運算表、C5 節

與 C6 節運算表等所有的相關對應情形也都是呈現出如此相同的迭代關係。所以，

根據這樣的關連結構就能以逆推均差運算法計算出毎一 ip 列的常數項，就是所有 

係數 0b 、 1b 、 2b 、 3b 、、 2nb 、 1nb 、 nb 的值，因而直接得出新構的試驗性多

項式函數  z 


n

t
t

t vbvg
0

)(   。 

 

D. 以圖形平移法轉換還原成正確的原始多項式函數  

現 在 要 將 此 試 驗 性 多 項 式 函 數  z 


n

t
t

t vbvg
0

)( 看 成 是 以 假 設 的 虛 擬 數 據 點  (0,

0b )為首的 n +1 個數據點所規範出的平面曲線多項式函數；然後，再將這個試驗性多項式

函 數 以 函 數 圖 形 平 移 法 作 轉 換 以 還 原 成 滿 足 已 知 數 據 點 ( ix  , )( ixf  )的 正 確 原 始 多 項 式 函

數  )(xfy   


n

t
t

t xa0
  。由 0xxv ii   )0( ni  ，得 0xvx ii   ，再將此試驗性

多 項 式 函 數  z 


n

t
t

t vbvg
0

)(   以 簡 單 的 綜 合 除 法 作 變 換 成  z )( 0xvg 




n

t
t

t xva
0 0 )(  ，再以 0xvx   ， zxvgxfy  )()( 0  代換之，而得到原來的適

配多項式函數  )(xfy   


n

t
t

t xa0
  。                                   【待續】 


