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李輝濱  
嘉義市私立輔仁高級中學退休教師  

壹、前言  
本研究的第一個目標是將 ABC 餘弦定理所表徵的  CBA coscoscos  複雜型式改

寫成較簡易的輪換式對稱性型態；使推演時能輕鬆快速地計算出其數值。  

第二項目標是要找出使 Acos + Bcos + Ccos 有相等有理數值的整數邊長 ABC ， 並探

討他們的性質。將 ABC 的各整數邊長  a , b , c  表述成三元數  [ a , b , c ] 記號，則由  [1, 1, 

1]、[2, 2, 2]、…、[ n , n , n ]等形式的所有正三角形其 CBA coscoscos  計算值皆為  3/2，

這種無限多的相異正三角形都有相等有理數值的情況太容易被尋獲了，普遍到隨手可得。

還有任何 [ ka , kb , kc ] 有公因數者與  [ a , b , c ] 也都會有相等有理數值，接下來的討論就

直接省略這種正三角形與有公因數者情況。  

仔細計算將發現：當 a , b , c 三者互質，則具有相等有理數值的相異整數邊長 ABC 恰

為成對的兩個三角形。當下嚴謹比對、分析這兩個相異三角形的邊長長度分佈  [ a  , b  , c  ] 

與  [ k  , m  , n  ] 數 據 間 的連 結 關 聯 性， 竟 然 覺 察到 後 者 的 任一 邊 長 都 是前 者 邊 長 的組 合 函

數，如此的真確對應性質引致作者多方面的追蹤與探究，因而推論出各不同類型的關鍵運

算準則，根據準則可將原型三元數 [ a , b , c ] 成功地運算成相異的新型三元數  [ k , m , n ]，

此準則提供了 k  , m  , n 的個別獨特生成公式，下文內容就是思考分析，推理運算並有秩 序

地演繹、綜合歸納的過程。 

 

貳、預備知識  
引理 1. 正弦定理與餘弦定理：  

正弦定理： ABC 之各邊長  a , b , c  ，圖 1.，則 
A

a
sin


B

b
sin

R
C

c 2
sin

 ，為 ABC 的

外接圓半徑。  

餘弦定理：圖 1. ABC 中有   Abccba cos2222   關係式，也可寫成下式； 

bc
acbA

2
cos

222 
  ，另有  

ca
bacB

2
cos

222 
  ，

ab
cbaC

2
cos

222 
  
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圖 1 

證明：略。  

 

引理 2. 三角恆等式： ABC 的三個頂角  A , B , C  且   CBA  ，則  

          
2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos CBACBA   

           
2

cos
2

cos
2

cos4sinsinsin CBACBA   

證明：略。  

 

參、本文  
A. 探討 CBA coscoscos  為有理數值的整數邊長 ABC 之各邊長  a , b , c 關係  

[A1].首先來描述  ABC 的  CBA coscoscos   與各整數邊長  a , b , c 關係式；由引理 1.

與 圖 1. 的 餘 弦 定 理 知 ；  
bc

acbA
2

cos
222 

   ，
ca

bacB
2

cos
222 

   ，

ab
cbaC

2
cos

222 
  ，將三者角度與邊長連結的餘弦關係式依順序相加，得  

CBA coscoscos   = 
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222 
+
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222 
+

ab
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))((   + 

ab
cbacba

2
))((   + 1 
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= )( bac   
abc

acbacbacbacb
2

)()()( 
  + 1 

= )( bac   
abc

cab
2

)( 22 
  + 1 =  

abc
cbabacacb

2
))()(( 

 + 1 

= 
2
1  1

a
cb  1

b
ac  1

c
ba  + 1  

得；   CBA coscoscos  = 
2
1  1

a
cb  1

b
ac  1

c
ba  + 1       (1) 

方程式 (1)式即為  CBA coscoscos   與各整數邊長  a , b , c  的相連結關係式。  

由 (1)式知；只要是具整數邊長  a , b , c  的 ABC ，將 a , b , c  值代入 (1)式中，再運算，

化簡出來的  CBA coscoscos   的值必是有理數值。事實上，從餘弦定理關係式的

公 式 型 態 結 構 即 可 得 知 這 性 質 。 此 處 的 推 演 ， 得 證 出 的 (1) 式 結 果 恰 提 供 了

CBA coscoscos   一個既簡潔又容易親近的新穎公式型式。  

再由引理 2.與 (1)式的比對，又經過運算，化簡也可得到下列新關係式  (2)式；  

      
2

sin
2

sin
2

sin CBA
 = 

8
1  1

a
cb  1

b
ac  1

c
ba              (2) 

所以，
2

sin
2

sin
2

sin CBA
 的值也必是有理數值。探討 

2
sin

2
sin

2
sin CBA

 的性質時必會

與  CBA coscoscos   的屬性完全相同，對照兩者公式結構誠屬類同有趣！  

[A2]. 查驗 CBA coscoscos   函數值的上界、下界：  

(i) 察 看 引 理 2.三 角 形 中 的  
2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos CBACBA     關 係 式 ， 因

 CBA ，得  
22
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B   ，
22

0 


C       
2
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2
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2

sin0 CBA
 ，

可得   ( CBA coscoscos  ) > 1  ，即下界大於 1 。 

(ii) 由   A0   ，  B0   ， 可 得   0 

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  的 極 大 值 ；
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2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos CBACBA     
2
3   ，得上界為  3/2 。  

(iii) 最後，由 (i)與 (ii)取交集，可知   1 < ( CBA coscoscos  )   
2
3    。 

另解，由  CBA coscoscos  = 
2
1  1

a
cb  1

b
ac  1

c
ba  + 1    (1)

對 ABC 言 ， 其   1
a

cb  > 0 ，   1
b

ac  > 0 ，   1
c

ba  > 0 ，  可 得   

( CBA coscoscos  ) > 1   ，即下界大於 1。 

由 (1) 式 ：   CBA coscoscos   = 
2
1  1

a
cb  1

b
ac  1

c
ba   + 1  得  

CBA coscoscos  = 1 + 
abc

cbabacacb
2

))()((   

    = 1 + 
abc

cbacbabacbacacbacb
2

))()()()()((        (1.1) 

對 ABC 言，其 )( acb  > 0 ，  )( bac  > 0 ， )( cba  > 0 ，即三角形的任意

兩邊和必大於第三邊，再由算術幾何平均不等式知，可得以下 3 組不等式：  

      cbacacbbacacbbacacb 



2

)()())((  

      bcbaacbcbaacbcbaacb 



2

)()())((  

      acbabaccbabaccbabac 



2

)()())((  

，將此 3 組不等式一起同時代入 (1.1)式，再運算化簡，則得  CBA coscoscos   

= 1 + 


abc
cbacbabacbacacbacb

2
))()()()()((  1

abc
abc

2
 =

2
3

， 

因此，得到 ( CBA coscoscos  )   
2
3  。  

最後，組合其上界、下界範圍為  1 < ( CBA coscoscos  )   
2
3    。 

 

B. 尋找  Acos + Bcos + Ccos 具有相等有理數值的整數邊長 ABC  

由 (1)式可預知；只需將此 ABC 各整數邊長  a , b , c  逐一代入方程式內的主導連乘積

式   1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba
中，運算後即可得知其有理數值。以全面搜索、奮

鬥 不 懈 法 窮 舉  [ a  , b  , c  ] 的 各 三 元 數 計 算 後 ， 再 比 對 歸 納 ， 推 論 出 滿 足  Acos  + Bcos  +

Ccos 具有相等有理數值的整數邊長 ABC 類型；  

[B1]. 第 1 類型：等邊三角形  [ n , n , n ] 型， n 為正整數。  
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[B2]. 第 2 類型：相似三角形即  [ ka , kb , kc ]型， k 為正整數， cba  或  cba  。  

[B3]. 第 3 類型：等腰三角形  [ n , n , k ]型與  [ kn 2 , n , n ]型成對且  11  nk 。  

[ 證 明 存 在 性 ] ： 對 等 腰 三 角 形  [ n  , n  , k  ] 言 ， 代 入 (1) 式 中 的 連 乘 積 式 作 運 算 ， 得 ；  

 1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba =  1
n

kn  1
n

nk  1
k

nn =
2

)2(
n

knk   

對 另 一 型 等 腰 三 角 形  [ kn 2  , n  , n  ] 言 ， 也 代 入 (1) 式 中 的 連 乘 積 式 作 運 算 ， 得 ；

 1
2

2


 kn
n  13



n

kn  13



n

kn = 
 kn
k

2



n

kn2
n

kn 2  = 
2

)2(
n

knk   

故 得 證 出 等 腰 三 角 形  [ n  , n  , k  ] 型 與  [ kn 2  , n  , n  ] 型 ， k 為 正 整 數 且  11  nk   ， 其 

Acos + Bcos + Ccos 具有相等有理數值，而其有理數值為  1
2

)2(
2 


n
knk  。  

現在繼續來觀察比對等腰三角形  [ n  , n  , k  ] 型與  [ kn 2  , n  , n  ] 型兩型各邊長位置之間的

相連結關係，再搭配運算，分析整理而得出下列的 2 項關鍵運算準則； 

(a) 第 1 個 [ n , n , k ]型中的第 1 個數 n 需置於第 2 個 [ kn 2 , n , n ]型的第 3 個位置。 

(b) 第 1 個 [ n , n , k ]型的第 2 個數 n 與第 3 個數 k 兩者的差值 kn  恰恰好等於第 2 個 [ kn 2 ,

n , n ]型的第 1 個數 kn 2 與第 2 個數 n 兩者的差值。 

所以，依據這 2 項關鍵運算準則可將原來 [ n , n , k ]型的型態計算出具相等有理數值的另

一個相異三元數。因此，假設這第 2 個相異三元數為  [ m , )( knm  , n ]，特將 [ n , n , k ]

型與  [ m , )( knm  , n ]型分別代入 (1)式中的連乘積式作運算，得； 

 1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba =  1
n

kn  1
n

nk  1
k

nn =
2

)2(
n

knk 
 

與  1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba = )1( 

m

km ]1
)(

[ 



knm

mn ]1)(2[ 


n
knm

 

由   
2

)2(
n

knk    = )1( 

m

km ]1
)(

[ 



knm

mn ]1)(2[ 


n
knm     ，求解出 m 關係式；

  
n

knk )2( 
 = 

m
k

)(
2

knm
kn


 ]22[ knm       ]22[ knmn  = ][ nkmm   

    nknmnkm  22 2)3(  = 0 = )]2([ knm  )( nm         

m = kn 2   或   m = n  (此情況又重複回到原來的三元數 )。故 m = kn 2   。 

如此得出第 2 個相異三元數為  [ m , )( knm  , n ] = [ kn 2 , n , n ] 的存在類型。所以，此

2 項關鍵運算準則是 Acos + Bcos + Ccos 具有相等有理數值的必然結果。  

[證明唯一性 ]：再以  [ kn 2 , n , n ]為原型，仿效上述 2 項關鍵運算準則來尋覓下一個相異
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三元數，設定其為 [ h , h , kn 2 ]型，再透過計算找出這 h 的關係式；將 [ kn 2 , n , n ]型與  

[ h , h , kn 2 ]型分別代入 (1)式中的連乘積式作運算，得；  

 1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba =  12



h

knh  12



h

hkn  1
2

2


 kn
h  

=  
h

kn 2  
h

kn 2  
kn

knh



2
22  = 

2

)2(
n

knk       2

22
h

knh   = 
2n

k
 

   )2(2 222 knnhnkh   = 0 = [ )2( knnkh  ] )( nh        得下列結果；  

h  = n   或   h  = 
k

knn )2( 
 

(i) 當  h  = n  ，則   [ h , h , kn 2 ] = [ n , n , kn 2 ] ，回復到 [ kn 2 , n , n ] 型。 

(ii) 當  h  = 
k

knn )2( 
 ，則  [ h , h , kn 2 ] = [

k
knn )2( 

,
k

knn )2( 
, kn 2 ] ，提出公

因數  
k

kn 2
，得；[ h , h , kn 2 ] = 

k
kn 2

[ n , n , k ] ，又回復到 [ n , n , k ] 型。可見，

不會再生成新的、額外的第 3 個相異三元數。因此，在第 3 類型的規範下僅存在 2 個

相異三元數唯一確定。  

所 以 ， 第 3 類 型 等 腰 三 角 形  [ n  , n  , k  ] 與  [ kn 2  , n  , n  ] 型 ， k 為 正 整 數 且  

11  nk ， 使   Acos  + Bcos  + Ccos 具 有 相 等 有 理 數 值 ， 而 其 有 理 數 值 為  

1
2

)2(
2 


n
knk  的各組恆常性質唯一存在。因此，同一有理數值可找到 2 個整數邊長相

異等腰三角形。  

例 1： [29, 29, 11]與 [47, 29, 29] 成對的相等有理數值為  2199/1682。 

[5, 5, 2]與 [8, 5, 5] 的值為 33/25 。[10,10,7] 與  [13,10,10] 的值為  291/200。……，

可以找到非常多的成對的等腰三角形三元數。 

另外，第 3 類型還有一擬似型；此為  [ n , k , k ]與  [ k , k , nk 2 ]型， k 為正整數且  

1)2/(  nkn 。這可用 [ n , k , k ]與  [ p , p , n ]型並仿效上述方法求出 p 值，然後

排列成三元數形式，再提出公因數 d ，整理而得  [ p , p , n ] = d [ k , k , nk 2 ]。 

例 2：由  [8, 7, 7]可算出  [7, 7, 6] 成對的相等有理數值為  73/49。 

由 [23, 16, 16]可算出 [16, 16, 9] 成對的相等有理數值為  719/512。………  

[B4].第 4 類型：3 整數邊長皆各不相等的三角形  [ a , b , c ]型與  
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( ,
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a 型成對， ba  c ，
acb
cbac


 )(  與  

acb
bacb


 )(  兩者可能皆是正整數或是有理數。

此成對的類型中有共同的 a 值，但 a 值位置不同。 

現在要由 [ a  , b  , c  ]型找出  
acb
cbac


 )(  ,

acb
bacb


 )(  , a   型：由所有計算出的數據

中分析到成對相等有理數值的對應型為  [ p , )( cbp  , a ]型， p 為正整數。  

將 [ a , b , c ]型與  [ p , )( cbp  , a ]型代入連乘積式中，要得到相等值並求出 p ；  

(I) 將 [ a , b , c ] 型代入，得；  1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba
 

(II) 將 [ p , )( cbp  , a ] 型代入連乘積式中，得； 

]1)([ 


p
acbp ]1

)(
[ 




cbp
pa ]1)(2[ 


a

cbp =
p

bac 
)( cbp

cba



a
acbp  )(2

 

(III) 由   1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba = 


p
bac





)( cbp
cba

a
acbp  )(2  

       


bc
acb

)(
2

cbpp
acbp


 = 

pcbp
acbp

)(
2

2 
        

)( acb  ])([ 2 pcbp  = )2( acbpbc          

)( acb  2p pcbacbbc  )])((2[ + )( cbabc  = 0       

        [ )( acb  )]( cbacp  ( bp  ) = 0 

得     p = 
acb
cbac


 )(     或    p = b     ； 

當取  p = b  ，得 [ p , )( cbp  , a ] = [ b , c , a ]，此時回到原  [ a , b , c ]型，重複了。 

當取  p =
acb
cbac


 )(  ，得 )( cbp  = 

acb
bacb


 )(  ，因此真確找到 [ p , )( cbp  , a ] 

= 
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a  型相異於  [ a , b , c ]型，使得與原  [ a , b , c ]型兩者都

讓  Acos + Bcos + Ccos 具有相等的有理數值。 

[存在性證明 ]： 將 [ a , b , c ]型與  
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a 型代入連乘積式中， 

(I) 將 [ a , b , c ] 型代入，得；   1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba
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(II) 將 
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a  型代入連乘積式中，得； 

 1
)(

)(










acb
cbac

a
acb
bacb

 1
)(

)(










acb
bacb
acb
cbaca

 1

)()(








a
acb
bacb

acb
cbac

 

= 



)(
)( 22

cbac
bac





)(
)( 22

bacb
cab

)(
)( 22

acba
cba



= 
abc

cbabacacb ))()((   

=  1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba  

由比較 (I)與 (II)的結果知；兩者完全相等。 

得證出 [ a  , b  , c  ]型與  
acb
cbac


 )(  ,

acb
bacb


 )(  , a 型都有相等有理數值。以上再由

比對數據而歸納出此類型受規範的 2 項關鍵運算準則，如下列敘述； 

(a) 第 1 個 [ a , b , c ]型中的第 1 個數 a  需置於第 2 個 [ s , t , a ]型的第 3 個位置。  

(b) 第 1 個 [ a , b , c ]型的第 2 個數 b  與第 3 個數 c 兩者的差值 cb  恰恰好等於第 2 個  

[ s , t , a ]型的第 1 個數 s  與第 2 個數 t  兩者的差值 ts    。 ts   = cb  。這 2 項

關鍵運算準則也是使 Acos + Bcos + Ccos 具有相等有理數值的必然結果。  

[唯一性證明 ]：再以  
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a 為原型，遵循上述 2 項關鍵運算準則來

尋覓下一個相異三元數，設定其為 [ x , y ,
acb
cbac


 )( ]型，再透過計算找出這 x 與 y 的個別

關係式；為了簡化演算書寫過程，特令   = 
acb
cbac


 )(  與    =

acb
bacb


 )(  ，  yx

acb
bacb


 )(  a =  a ，即以  

acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a  = [  , , a ] 為原型，來尋

覓下一個相異三元數  [ x  , y  ,
acb
cbac


 )(  ]=[ x  , )( ax   , ]型，所以，要解出此 x 的個別

關係式值，詳細運算流程如下； 

(I) 將  [ x , )( ax  ,]型代入 (1)式中的連乘積式中，得；  

(1)式中的連乘積式  = 



)]([

])()][(][)([
axx

axxaxxxax
 

= 



)(

)2)()((
axx

axaa
 = 

a
aaa


 ))()((

        
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)(

)2(
axx

ax



 = 
a

a


 )(
                                    (3) 

(II) 要解出上列等式 (3)式中的 x ；得  

)2(  axa = )( axx  )(  a       

)]()([)(2 2  axaxaaax       

)(  a 2x [ aaa  2))(( ] x + )(  aa  = 0     

)(  a 2x [ aaa  222 ] x + )(  aa  = 0     

 )(x )]()[(  aaxa  = 0           

得     x  =        或     x  = 



a
aa )(

 

(i) 當 x  =   ，則  [ x , )( ax  ,] = [ , a ,]，回復到 [  , , a ]型。  

(ii) 當 x  = 



a
aa )(

 ，則  [ x , )( ax  ,] 中的第 2 數  )( ax  = 




a
aa )(  )( a  = 




a
aaaaaaa 222

 

= 



a
a 2

 = 



a
a )(

        

所以，得    [ x , )( ax  ,]= [



a
aa )(

,



a
a )(

,] 

= 
 a

1
[ )( aa  , )(  a , )(  a ]            (4) 

現在要查清楚上列等式 (4)式中的三元數真正原始內涵；  

(f1). )( a  = 
acb
cbac


 )( +

acb
bacb


 )(  a  

            =  2221 aacabbabbcccbca
acb




 

            =  22 )(1 cba
acb




 = 
acb

cbacba


 ))((
            (4-1) 

(f2).  同理，得    )( a  = )( cba                                 (4-2) 

(f3).  同理，得    )(  a  = )( bac                                 (4-3) 

找到了！  再將  (4-1)式、 (4-2)式、 (4-3)式、一起同步代入 (4)式中，得  

[ x , )( ax  ,] = 



科學教育月刊 第 444 期 中華民國 110 年 11 月 

- 36 - 

bac 
1

[
acb

cbacbaa


 ))((
 , 

acb
cbabacb


 ))((  , 

acb
baccbac


 ))(( ] 

= [
acb
cbaa


 )(

 , 
acb
cbab


 )(  , 

acb
cbac


 )( ]  = 

)(
)(

acb
cba




[ a , b , c ]             (5) 

(5)式的結果又回復到 [ a , b , c ] 的倍數型，也等同  [ a , b , c ]型。可見，不會再生成第 3 個

相異三元數。因此，僅存在成對的 2 個相異三元數唯一確定。  所以，此第 4 類型 3 邊長

皆各不相等三角形  [ a , b , c ]型與  
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a 型成對， ba  c ，使 

Acos  + Bcos  + Ccos 具 有 相 等 有 理 數 值 ， 而 其 有 理 數 值 為  
2
1  1

a
cb  1

b
ac

 1
c

ba  + 1 的各組成對性質唯一存在。 

因 為  ba  c ， 得   )( cba )( acb  且   )( bac )( acb  ， [ a  , b  , c  ] 型 與  


acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a 型完全相異。另外，由 a

acb
cbac



 )( =

acb
bcaca


 ))((  0 

且  
acb

cbabaa
acb
bacb






 ))(()(   0 ， 故  



acb
cbac )(

acb
bacb


 )( a   ， 得 出 此  

acb
cbac


 )(

,
acb
bacb


 )(

, a 等 3 個數也相異。因此，在第 4 類型的 2 項關鍵運算準則規範

下同一有理數值可找到成對的 2 個整數邊長相異三角形 ABC 。 

[ 討 論 ] ： [ a  , b  , c  ] 型 與  
acb
cbac


 )(  ,

acb
bacb


 )(  , a 型 成 對 ， 第 2 型 繼 續 推 演 得 ； 


acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a = 

acb 
1

[ )( cbac  , )( bacb  , )( acba  ] 

(g1). 若  )( acb  =1，  則  


acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a = [ )( cbac  , )( bacb  , a ] 

(g1-2). )( cbac  , )( bacb  , a  三者若有公因數，再算出三者互質的解。  

(g2). 若  )( acb  =   > 1，  則  

   
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a = 


1

[ )( cbac  , )( bacb  , a ] 

可能有； (g2-1).  )( cbac  , )( bacb  , a  三者互質，即為其解。  

(g2-2).  )( cbac  , )( bacb  , a  三者若有公因數，再算出三者互質的解。 
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(g3). 當 
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a 型內元素出現非正整數時，只需對整體提出適當有

理數而得到  
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a = 

p
q [H , I , J ，H , I , J 三者都是經運算後形

成互質且都為正整數，此 [H , I , J 型就是被找到的與  [ a  , b  , c  ]型組成一對的配對邊長

三元素，請看下例中的  [6, 5, 4]型與  [20, 17, 13]型；  

例 3：以各種第 4 類型範例來說明； 

由  [4, 3, 2]型解出互質的  [10, 9, 4]型，其相等有理數值為  21/16 。 

由  [13, 12, 9]型解出互質的  [18, 15, 13]型，其相等有理數值為  511/351 。 

由 [10, 7, 5]型解出的  [30, 28, 10]=2[15, 14, 5]，算出互質的  [15, 14, 5]型，再得出其相等

有理數值為  223/175 。 

由 [6, 5, 4]型解出的  [
3
28

,
3
25

, 6]= 
3
1

[28, 25, 18]，算出互質的  [28, 25, 18]型，再得出其

相等有理數值為  23/16 。 

由 [20, 17, 13]型解出的 [
5

156
,

5
136

, 20]=
5
4

[39, 34, 25]，算出互質的  [39, 34, 25]型，再得出

其相等有理數值為  317/221 。 

… … … ，因此，毎一個互質的 [ a , b , c ]型都能尋找出成對的另一相異型。  

[B5]. 第 5 類 型 ：  3 整 數 邊 長 皆 各 不 相 等 的 三 角 形  [ a  , b  , c  ] 型 與  
bac
cbac


 )(  , b  ,


bac
acba


 )(

型成對， ba  c ， 
bac
cbac


 )(  與  

bac
acba


 )(  兩者可能皆是正整數或是

有理數。此成對的類型中有共同的 b 值，且 b 值位置相同。 

仿效 [B3].與 [B4].的分析歸納出此類型受規範的 2 項關鍵運算準則，如下列敘述； 

(a) 第 1 個  [ a , b , c ]型中的第 2 個數 b 需置於第 2 個  [ x , b , w ]型的第 2 個位置。  

(b) 第 1 個  [ a , b , c ]型的第 1 個數 a 與第 3 個數 c 兩者的差值  ca   恰恰好等於第 2 個  

[ x , b , w ]型的第 1 個數 x 與第 3 個數 w兩者的差值  wx   。 wx   = ca   。  

這 2 項關鍵運算準則也是使 Acos + Bcos + Ccos 具有相等有理數值的必然結果。  

[存在性證明]： 依據 2 項運算準則，由 [ a , b , c ]型得出   [ x , b , )( cax  ]型。則  

 1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba = )1( 


x
caxb )12( 


b

cax )1( 



cax

bx  

       )( bac  x )( cax  = a c )2( bcax           
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    )( bac  2x  xacbccaba )2( 22   + a c )( bca   = 0        

  [ )( bac  x  c )( bca  ] [ x  a ] = 0     (i) 當  x = a  ，回復到 [ a , b , c ]型。  

(ii) 當  x  = 
bac
cbac


 )(   ， 則  )( cax   = 

bac
cbac


 )(  )( ca   = 

bac
acba


 )(    ， 得  

[ x , b , )( cax  ] = 
bac
cbac


 )( , b , 

bac
acba


 )(   ，確認存在性。  

※  
bac
cbac


 )( , b , 

bac
acba


 )(

型內元素出現非正整數時，只需對其提出適當有理數而

得到 
bac
cbac


 )( , b , 

bac
acba


 )( = 

p
q [u , v , z  ，u , v , z 三者互質，此 [u , v , z

型就是找到的與  [ a , b , c ]型形成一對，化解了非正整數情況的尷尬。 

[唯一性證明 ]：略，證明法與第 4 類型完全相同。討論性質亦然。  

例 4：以各種第 5 類型範例來說明； 

由  [8, 7, 3]型解出互質的  [9, 7, 4]型，其相等有理數值為  9/7 。 

由  [12, 11, 3]型解出互質的  [15, 11, 6]型，其相等有理數值為  119/99 。 

由  [15, 13, 4]型解出互質的  [16, 13, 5]型，其相等有理數值為  77/65 。 

由  [15, 14, 4]型解出互質的  [20, 14, 9]型，其相等有理數值為  137/112 。 

由  [18, 17, 11]型解出互質的  [22, 17, 15]型，其相等有理數值為  267/187 。 

………，因此，很多互質的 [ a , b , c ]型都能尋找出成對的另一相異型  [ x , b , w ]。 

[B6]. 第 6 類型： 3 整數邊長皆各不相等的三角形  [ a , b , c ]型與    , a , b 型成為一對，

ba  ， ca  ， cb  ，   為  a , b , c  的函數，其可能是正整數或正有理數。此成對的類

型中有共同的 a 與 b 值，但 a 與 b 值在兩型內出現的位置不相同。 

若   為正有理數，則提出分數型的公因數而再算出互質的三元數。  

仿效 [B3].與 [B4].的分析歸納出此類型受規範的 2 項關鍵運算準則，如下列敘述； 

(a) 第 1 個  [ a , b , c ]型中的第 1 個數 a 需置於第 2 個    , a , b 型的第 2 個位置。  

(b) 第 1 個  [ a , b , c ]型的第 2 個數 b 需置於第 2 個    , a , b 型的第 3 個位置。兩型中的

c 與  互不相等。即 c  。且 a ， b 。  

[存在性證明]： 依據 2 項運算準則，可由 [ a , b , c ]型得出    , a , b 型。  

將  [ a , b , c ]型與    , a , b 型代入 (1)式中的連乘積式作運算，尋找  的關係式：  

(I) 將 [ a , b , c ] 型代入，得；   1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba
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(II) 將   , a , b  型代入連乘積式中，得；  1


ba  1
a

b   1
b

a  

這 2 組相異連乘積運算式要分別計算出相等的有理數值，以此繼續運算推理；  

(III) 由   1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba  =  1


ba  1
a

b   1
b

a  

   
c

cbabacacb ))()(( 
 = ))()(( baabba    

                            = ])()[( 22 baba    

                            =  2322 )())(()( babababa        

3  2)( ba  +  


c
cbabacacb ))()(( 2)( ba   2))(( baba   = 0    (6) 

這是 3 次方程式！天然大障礙！要能解出它，必須要耐心追蹤、分析它的來龍去脈，

再按圖索驥，抽絲剝繭，仔細評估並篩選出實踐解題徵兆的細微線索來。  

(IV) 先對比  [ a , b , c ]型與    , a , b 型，兩者三元數內容有相近似性，加上前述的第 3、

4、5 類型中觀察到各種證明與尋找過程經驗裡，解方程式的結果必然常出現回復原

本的  [ a , b , c ]型解。於此，應可推斷這個 3 次方程式必然擁有  c  的根！也就是

必有 )( c  的因式，這即是重大的細微線索。  

 

所以，特別要將這個 3 次方程式配形成必有 )( c  的因式；繼續推演，得  

3  22 )(  cbac   
c

bcacabbacba 2222333    2))(( baba   = 0 

    (2  )() cbac  )( c )( cbac    

  
c

bcacabbacba 2222333     2))(( baba   = 0 

  )( c [  )(2 cba  ]  
c

abbaba 2233     2))(( baba   = 0 

(V) 展開上式，化簡  2))(( baba   = 2233 abbaba   ，再代入運算，得  

  )( c [  )(2 cba  ] 
c

baba 2))((  )( c  = 0        

    )( c [  )(2 cba  
c

baba 2))(( 
] = 0 

(i) 當  c  ，則    , a , b 型回復到 [ a , b , c ]型。所以，  不能等於 c  。  
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(ii) 當   )(2 cba  
c

baba 2))(( 
 = 0 ，由 2 次方程式公式解，得  

  = 
2
1











 


c

babacbacba
2

2 ))((4)()(    ，注意  前須取  + 號，得  

  = 
2
1











 


c

babacbacba
2

2 ))((4)()(                          (7) 

若 前取    號，則   值變成負值，形成有一個邊長為負值的不合理三角形。  

故 ， 證 明 出  [ a  , b  , c  ]型 與  
2
1











 


c

babacbacba
2

2 ))((4)()(  , a  , b 型

即為配型成對存在的具有相等有理數值解。  

此處 










 


c

babacba
2

2 ))((4)( 需要為正整數或正有理數，否則即無法找到所要

求的配對型整數邊長三角形。在逐步計算尋覓到 [20, 19, 11]型時始發現到 4 組配對

型，才足以歸納分析出   生成公式 (7)。找到有理數  也是一項挑戰。 

例 5：以各種第 6 類型範例來說明；以 [ a , b , c ]型尋找配對的    , a , b 型。 

[h1]. 由  [ a , b , c ]=[11, 9, 5]型為原型，代入   生成公式中，得  

  = 
2
1











 


c

babacbacba
2

2 ))((4)()( =
2
1











 


5

220415)5911(
2

2  

=
2
1











 


5
22041515

2
2 =

2
1  28915 =

2
1  1715 = 16 

即解出互質的    , a , b =[16, 11, 9]型，並得出其相等有理數值為  29/22 。  

[h2]. 由  [17, 11,14]型解出互質的  [18, 17, 11]型，其相等有理數值為  267/187 。 

由  [17, 13, 12]型解出互質的  [20, 17, 13]型，其相等有理數值為  317/221 。 

由  [19, 11, 16]型解出互質的  [20, 19, 11]型，其相等有理數值為  293/209 。 

由  [19, 13, 12]型解出互質的  [24, 19, 13]型，其相等有理數值為  337/247 。 

由  [19, 14, 11]型解出互質的  [25, 19, 14]型，其相等有理數值為  181/133 。 

… …，因此，先取定互質的 [ a , b , c ]型再尋找出成對的另一相異型   , a , b 。 

[唯一性證明 ]： 先將   , a , b 型調整為  [ a , b ,  ]型，再以  [ a , b ,  ]型為原型，遵循上

述 2 項關鍵運算準則來尋覓第 3 個相異三元數，設定其為   , a , b 型，再透過計算找出
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的個別關係式 (值 )；此處 a ， b ，   。 

(I) 於 [ 存 在 性 證 明 ] 裡 原 本 由  [ a  , b  , c  ] 型 導 引 推 出     , a  , b 型 。 有 下 列 關 係 式 ；

 1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba   =  1


ba  1
a

b   1
b

a      (8) 

(II) 現 在 ， 要 以  [ a  , b  ,   ] 型 來 推 演 出 具 有 相 等 有 理 數 值 的     , a  , b 型 ； 可 得 

 1
a

b   1
b

a  1


ba  =  1

 ba  1

a
b  1

b
a       (9) 

(III) 對照比較 (8)式與  (9)式，必得下列等式關係式；  

 1
a

cb  1
b

ac  1
c

ba   =  1

 ba  1

a
b  1

b
a     (10) 

(8)式與 (10)式完全相類似，仿效 (8)式裡 3 的運算流程，推演出  的 3 次方程式； 

3  2)(  ba +  


c
cbabacacb ))()(( 2)( ba   2))(( baba   = 0   (11) 

這個 3 次方程式必然擁有  c  的根！也就是必有 )( c  的因式，分解因式， 

得 )( c [  )(2 cba 
c

baba 2))(( 
] = 0 

(i) 當  c  ，則    , a , b =  c , a , b 型又回復到 [ a , b , c ]型。   

(ii) 當   )(2 cba 
c

baba 2))(( 
 = 0 ，由 2 次方程式公式解，得  

  = 
2
1











 


c

babacbacba
2

2 ))((4)()(    ，注意  前須取  + 號，得  

  = 
2
1











 


c

babacbacba
2

2 ))((4)()(                         (12) 

對比 (12)式與  (7)式，必得   ，則    , a , b 型又回復到   , a , b 型。所以，

找不到第 3 個相異三元數，即 [ a , b , c ]型與    , a , b 型唯一配成一對。 

例 6：以例 5 中被解出互質的    , a , b 型來尋覓下一個相異三元數；  

[u1]. 取  [16, 11, 9]型改成  [11, 9, 16]型為原型，代入   生成公式中，得  

  = 
2
1











 


c

babacbacba
2

2 ))((4)()( =
2
1











 


16

22044)16911(
2

2  
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=
2
1











 


16

220444
2

2 =
2
1  2044 2  =

2
1  364 = 5 

所以，得出   , a , b = [5, 11, 9] ，即由  [16, 11, 9]型解出互質的  [11, 9, 5]型，肯定

在第 6 類型的規範下沒有新的、相異的第 3 個三元數存在，唯一性確認。  

[u2]. 取  [20, 19, 11]型改成  [19,11, 20]型為原型，代入   生成公式中，得  

  =
2
1











 


c

babacbacba
2

2 ))((4)()( =
2
1











 


20

830410)201119(
2

2  

=
2
1  3841010 2  =

2
1  48410 =

2
1  2210 = 16 

所以，得出   , a , b = [16, 19, 11] ，即由  [20, 19, 11]型解出互質的  [19, 11, 16]型，

在第 6 類型的規範下沒有新的、相異的第 3 個三元數存在，唯一性也確認。  

[u3]. 取  [25, 19, 14]型改成  [19,14, 25]型為原型，代入   生成公式中，得  

  =
2
1











 


25

53348)251419(
2

2 = 
2
1  13288 2  = 

2
1  1968 = 11 

所以，得出   , a , b = [11, 19, 14] ，即由  [25, 19, 14]型解出互質的  [19, 14, 11]型，

在第 6 類型的規範下沒有新的、相異的第 3 個三元數存在，唯一性也確認。… … …，

只要有配對型的三元數都能滿足確認唯一性的特質。  

[B7]. 第 7 類型：  此類型為 4 個完全相異三元數都具有相等有理數值。此類型為第 6 類

型與第 4 類型的組合，或第 6 類型與第 5 類型的組合。  

由比對數值分析結果，得到下列  [ 2 項關鍵操作準則  ]：第 6 與第 4 類型的組合；  

(a) 首先必須要先取到第 6 類型成對的  [ a , b , c ]型與    , a , b 型。  

(b) 再由  [ a , b , c ]型依照第 4 類型準則找到成對的  
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a 型，依

次由     , a  , b 型遵照第 4 類型準則找到成對的  






ba
bab )(  ,






ba
aba )(  , 

型。 計算後，可能有分數的公因數出現，提出公因數即可。  

依據這準則的搜尋，可得 [ a , b , c ]型、   , a , b 型、 
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a

型與 






ba
bab )( ,






ba
aba )( ,  型等 4 個完全相異三元數都具有相等有理數值。 
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第 7 類型的檢驗證明如前述一樣，此處不需再作重複的演繹流程敘述說明。  

例 7： 以下就是第 7 類型的示例解說；  
[v1]. 先取得第 6 類型規範下的配對；  [11, 9, 5]型與  [16, 11, 9]型，再由第 4 類型配對準

則 以 [11, 9, 5]= [ a  , b  , c  ]型 為 原 型 ， 計 算 尋 找 出  
acb
cbac


 )(  ,

acb
bacb


 )(  , a  = 


1159

)5911(5

 ,

1159
)9115(9


 , 11 = [25, 21, 11] 的第 3 個相異三元數。  

其次，以  [16, 11, 9] = [ a , b , c ]型為原型，計算尋找出  
acb
cbac


 )( ,

acb
bacb


 )( , a  

[81, 77, 32]型的第 4 個相異三元數。所以，一併得到 [11, 9, 5]型與  [16, 11, 9]型、    

[25, 21, 11]型、 [81, 77, 32]型等 4 個相異三元數，其相等有理數值為  29/22 。 

[v2]. 先取得第 6 類型規範下的配對； [17, 11,14]型與 [18, 17, 11]型，再由 [17, 11,14]型以

第 4 類型準則計算出  [
2
49

,
2
55

, 17] =
2
1

[49, 55, 34]，得到  [49, 55, 34]型。  

其次，由  [18, 17, 11]型以第 4 類型準則計算出  [
5

132
,

5
102

, 18] =
5
6

[22, 17, 15]，得到  

[22, 17, 15]型。所以，一起得到 [17, 11,14]型與  [18, 17, 11]型、 [49, 55, 34]型、 [22, 

17, 15]型等 4 個相異三元數，其相等有理數值為  267/187 。  

[v3]. 先取得第 6 類型規範下的配對； [17, 13, 12]型與 [20, 17, 13]型，再由 [17, 13, 12]型以

第 4 類型準則計算出  [27, 26, 17]型。其次，由  [20, 17, 13]型以第 4 類型準則計算

出  [
5

156
,

5
136

, 20] =
5
4

[39, 34, 25]，得到  [39, 34, 25]型。所以，一併得到有 [17, 13, 

12]型與 [20, 17, 13]型、 [27, 26, 17]型、 [39, 34, 25]型等 4 個相異三元數，它們的相

等有理數值為  317/221 。  

[v4]. 先取得第 6 類型規範下的配對；由 [19, 13, 12]型解出互質的  [24, 19, 13]型，再由 [19, 

13, 12]型以第 4 類型準則計算出  [40, 39, 19]型。其次，由 [24, 19, 13]型以第 4 類型

準則計算出  [
4
1513

,
4

919
, 24] =

4
3

[65, 57, 32]，得到  [65, 57, 32]型。所以，一起得

到有 [19, 13, 12]型與 [24, 19, 13]型、 [40, 39, 19]型、 [65, 57, 32]型等計有 4 個相異三

元數，它們的相等有理數值為  337/247 。………，依此操作準則可找到許多 4 個相

異三元數的組合。  

以上就是作者發現的 7 種類型型態，豐富且有規律變化又令人欣賞！也許可能還有

其它類型型態等待被發掘，持續搜尋計算 [ a , b , c ]三元素以待結果………。 
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肆、結論  
[1]. 實際對照比較毎一組三元數成對的特徵關係並審視到兩數據間的相關規律性，因而歸

納出三元數成對的 2 項關鍵運算準則。以此運算準則再應用 (1)式中的連乘積式作等

式運算，尋覓出配對的兩型三元數關係式，而得到關鍵的各型生成公式。應用生成公

式計算出的數值可能得到整數或分數；若得出分數，就提出分數型公因數，再取得互

質的整數三元數成為配對型。  

[2]. 毎一種類型配對搜尋時，搜到的最小整數邊長三角形組；  

第 1 類型配對最小整數邊長三角形為  [1, 1, 1]型與  [2, 2, 2]型。  

第 2 類型配對最小整數邊長三角形為  [2, 2, 1]型與  [ k2 , k2 , k ]型。  

第 3 類型配對最小整數邊長三角形為  [2, 2, 1]型與  [3, 2, 2]型。  

第 4 類型配對最小整數邊長三角形為  [4, 3, 2]型與  [10, 9, 4]型。  

第 5 類型配對最小整數邊長三角形為  [8, 7, 3]型與  [9, 7, 4]型。  

第 6 類型配對最小整數邊長三角形為  [11, 9, 5]型與  [16, 11, 9]型。  

第 7 類型搭配成組的有 4 個最小整數邊長三角形為  [11, 9, 5]型與  [16, 11, 9]型、 [25, 

21, 11]型、  [81, 77, 32]型。  

[3]. 第 6 類型的  生成公式較複雜；尤其需要恰好調整到配成完全平方數，否則  就形成

無理數；因此，要搜尋到  [16, 11, 9]型三角形出現時才比對出  [11, 9, 5]型三角形的配

對存在。沒有預先做大量的搜尋運算，就無法得知第 6 類型的配對準則與分析理論。  

[4]. 第 7 類型的 4 個相異三元數的組合無法預先知曉，也是要等到  [16, 11, 9]型與  [11, 9, 

5]型的配對情形出現時，再演算推導出  生成公式後始能查覺它們 4 個三元數組的存

在。配對的規律性之一是；任一型三元數中必有某一元數或某兩元數相同或成倍數關

係，請看第 7 類型的 4 個最小整數邊長三角形為 [11, 9, 5]型與 [16, 11, 9]型、 [25, 21, 

11]型、[81, 77, 32]型等，前 3 個型都有整數 11，最後 1 個則出現 11 的倍數 77。這是

尋覓配對型的重要徵兆。  
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