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一個拉曼奴姜等式的證明 

許閎揚  
彰化縣立彰化藝術高級中學  

壹、前言  
在數學傳播第 39 卷第 3 期 [1]，彰師大數學系李錦鎣老師介紹了一個關於拉曼奴姜

(Ramanujan)的等式 1 4 2n n n         ，其中 n 為一個正整數，  x 為小於或等於  

x 最 大 整 數。他 使 用 了 微 積 分 來 證 明 這 個 等 式 並 推 廣 了 一 些 結 果 ， 相 關 的 研 究 可 參 考

[2,3,4,5,6]。我們好奇的是，面對這個高中生可以理解的式子，可否使用高中數學來證明？  

經過一番試驗，我們找到了三種證明方式。  

 

貳、證明  1 4 2n n n           

在本篇作品中，我們提供以下三種證明方法供讀者參考： 

 

第一種證明： 

對任意的正整數 n ，都有一整數 k 滿足 1k n k   。我們分段討論來證明這結果： 

1. 當  
1
2

k n k    ，   

上式等價於 
2 2 1

4
k n k k    ，因為 n 是整數，所以上式可以改成

2 2k n k k   。 

現在，我們再將 n 分成兩段來討論： 

(1) 當  2 2 1k n k k    時，  

我們先探討等號左邊 1n n  的範圍:。由下列不等式 

2 2 2 22 1 1 1k k k n n k k k k            

1 1 2 1
2 2

k k k           
    ， 

得 

1 2n n k     。………….………………………… (1)  
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接著，我們探討等號右邊 4 2n  的範圍： 

因為
2 2 1k n k k    ，得 

2 24 2 4 2 4 4 2k n k k      ，  
得 

2 22 4 2 4 2 4 4 2 2 1k k n k k k         ，  

所以， 4 2 2n k    。…………………………………………… (2)  

由 (1)(2)得 . 

1 4 2n n n         ，  

得證。  
 

(2) 當
2n k k   時，  

我們先探討等號左邊 1n n  的範圍： 

首先， 

   2 21 1 1 1 2 2n n k k k k k k k             ，… (3)  

接著，我們證明 1 2 1n n k    。…………………………………… (4)  

不等式 (4)可由以下的等價關係得證： 

    2 21 1 2 1n n k k k k k           
    2 2 2 2 21 2 1 4 4 1k k k k k k k k k k               

    2 2 2 2 21k k k k k k k k k k           。  
由 (3)(4) 得 

2 1 1 2 2k n n k      ， 
因此， 

         1 2 1n n k      。…………………………………… (5)  

接著，我們探討等號右邊 4 2n  的範圍： 

由
2n k k  ，得   

             22 1 4 4 2 4 2 2 2k k k n k        ，  

故  4 2 2 1n k     。…………………………………………… (6)  

於是，由 (5)(6) 得  
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1 4 2n n n         ， 

得證。 

 

2. 當 
1 1
2

k n k    ，其中 k Z 。 

上式等價於 
2 21 2 1

4
k k n k k      。因為 n 是整數，所以上式可以改成 

2 21 2k k n k k     。 

我們先探討等號左邊 1n n  的範圍。由下列不等式：  

2 21 1 1 2 12 2k k k k k k n n   
   
   

             

   2 22 2 1 1 1 2 2k k k k k k k           ， 

得知  

2 1 1 2 2k n n k      ， 

可知 

1 2 1n n k      。………………………………… (7)  

接著，我們探討等號右邊 4 2n 的範圍：  

由
2 21 2k k n k k     得 

2 24 4 6 4 2 4 8 2k k n k k       ，  

可推得  

2 22 1 4 4 6 4 2 4 8 2 2 2k k k n k k k           ，  
故  

              4 2 2 1n k     。……………………………………… (8)  

因此，由  (7)(8)  得  

1 4 2n n n         ，  

得證。 

 

第二種證明： 

在參考資料[2]中，陳國傑老師證明更一般的數學式 : 

1 2 4 1 = 4 2 = 4 3n n n n n n n                          ， 



科學教育月刊 第 444 期 中華民國 110 年 11 月 

- 48 - 

證明如下： 

首先，我們知道對任一整數 k ，  2 0 mod 4k  或  2 1 mod 4k  。  

所以，對任意的非負整數 n ，存在一整數 k 使得  

 22 4 1 4 2 4 3 4 4 1k n n n n k          ，  

得知  

4 1 4 2 4 3 4 4 1k n n n n k          。 

因此， 

      4 1 = 4 2 = 4 3n n n k              。…………………………  (9)  

另一方面，藉由不等式兩邊平方可得  

4 1 1 4 2 4 3n n n n n         

                       2 4 4 1n n n k       ，……………… (10)   

因此，由 (9)(10)得  

1 2 4 1 = 4 2 = 4 3n n n n n n n                          ， 

得證。 

 

第三種證明： 

首先，我們證明： 1 4 2n n n         。  

令 1, 4 2n na n n b n      ( 1, 2,3, )n   ，則 na 與 nb 都是無理數，且 

 2 2 4 2 2 1 2 ( 1 2 1 2 ( 1 0n nb a n n n n n n n            ，  

上 式 最 後 的 不 等 式 可 由
2(2 1) 4 ( 1) 1 0n n n     得 到 。 因 此 ， n nb a ； 於 是 可 推 得

   n na b 。如果我們能再證明：   1n nb a  ，則有 

                0 1n n n nb a b a     ； 

由此即可推得    n na b 。 

對任意的正整數 n ，都有一整數 k 滿足
2 2( 1)k n k   。我們分段討論來證明這結

果： 
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1. 當
2 2 1k n k k     時，由第一種證法可知   2na k 。又 

24 2 4 4 2 2 1nb n k k k       ， 

因此，   (2 1) (2 ) 1n nb a k k     。 

2. 當
2 2( 1)k k n k    時，由第一種證法可知   2 1na k  。又由   

2 2 2( 1) 2 1k k n k k k       ，  

可知
2 2n k k  ；故 

24 2 4 8 2 2 2nb n k k k       。 

因此，   (2 2) (2 1) 1n nb a k k      。 

得證。 

 

參、結語  
這道問題在李錦鎣老師的文章 [1]中有非常詳盡的探討，他使用大ㄧ學生所學的微 積

分來證明並推廣這個結果。本文的第一種證明是利用分段討論的方式，它的優點只需要高

中知識，缺點是探討過程繁瑣而且不易推廣到更複雜的情形。第二種證明是陳國傑老師在

文章[2]中的證明，顯然它比第一種簡潔得多。有興趣的讀者可嘗試不用微積分來證明一些  

Ramanujan 推廣等式，例如：李錦鎣老師文章中的 2 3 9 8n n n n           ，

相信會是非常有趣的挑戰。  
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