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觀察到以北極星為圓心的同心圓星星完整

圓形軌跡或圓的部份弧形軌跡之地理條件 
劉惟明   

台北市園藝花卉業職業工會會員  

 
壹、名詞解釋  
1. 弧角寬：星星圓弧軌跡的角寬，0°≦弧

角寬≦360°。  

2. 視線 錐 張 角 ：在 地 球 表 面任 一 處 永 夜

或假 設 無 太 陽光 時 ， 觀 察天 幕 上 的 星

星， 一 日 內 可以 見 到 星 星的 軌 跡 皆 為

完 整 圓 形 的 視 線 範 圍 為 圓 錐 形 (參 考

圖 6)，該圓錐的張角稱之，0°≦視線

錐張角≦180°。  

3. 角高 ： 在 地 球表 面 任 一 處觀 察 天 幕 上

由 南 經 天 頂 至 北 之 虛 線 (赤 經 )上 任 一

方向 的 星 星 ，該 星 星 的 角高 以 該 處 地

平面(本文假設陸地的海拔高度皆為 0)

正南方向起算為準，0°≦角高≦180°。  

本 文 使 用 之 常 數 ： 太 陽 直 徑 約

1,400,000 公里、地球與太陽的平均距離約

150,000,000 公里、赤道面與黃道面的交角

為 23.5°。  

許多人看過如同圖 1 的星星軌跡。在

何地理條件下可觀察到如此的軌跡？特別

是在何地理條件下可觀察到一顆星星完整

圓形的軌跡，或僅是圓的部份弧形的軌跡

(其餘軌跡在地平面之下無法觀察到)？  

  圖中同心圓的圓心是北極星(Polaris，圖

5 中以 P 表示)，所以要在北半球朝北方天

空才可觀察到此星星軌跡圖。圖中各星星

的軌跡僅為弧形，非完整圓形，這是因為

照片曝光時間不足 24 小時。在一日之內皆

永 夜 無 陽 光 干 擾 (本 文 假 設 無 高 聳 的 物 體

或雲雨干擾視線 )的狀況下，若照片曝光時

間達 24 小時，即可觀察到完整圓形的星星

軌跡。本文先分析北半球何時何處有永夜。 

圖 1：取材自 Flickr，作者 Sjensen~， 

     原版，作者保留部分權利 

貳、永夜的條件  
太陽直徑約 1,400,000 公里，地球與太

陽的平均距離約 150,000,000 公里，從地球

看太陽的視角計算得 0.53°，可視太陽為點

光源，光線皆平行照射到地球。地球表面
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冬至、春分、夏至正午時陽光來向如圖 2，

秋分正午時陽光來向如圖 3。將圖 2、3 合

併，可得圖 4。春分時在北極點整日皆可

見太陽在地平面上，永晝自此時此處開始

隨陽光可及處逐漸擴大而擴展到北極圈內

較低緯度處。夏至時北極圈上 0 時日出，

24 時日落，北極圈為永晝區的極限。夏至

時在北極圈外，子夜前後有一段時間太陽

在地平面之下，故北極圈外無永晝。夏至

後，永晝自北極圈開始隨陽光可及處逐漸

縮 小 而 退 縮 到 北 極 圈 內 較 高 緯 度 處 。         

秋分時在北極點整日皆可見太陽在地平面

上，永晝在此時此處結束，而永夜在此時

此處開始隨陽光可及處繼續逐漸縮小而擴

展到北極圈內較低緯度處。北極點自春分

至秋分永晝達半年，北極圈上永晝僅一瞬

間，北極圈內其他地點永晝自一瞬間至半

年 不 等 (北 極 圈 內 各 處 永 晝 或 永 夜 的 期 長

將於下篇文章中分析)。  

  冬至時北極圈上 12 時日出，12 時日落，

北極圈為永夜區的極限。冬至時在北極圈

外，正午前後有一段時間太陽在地平面之

上，故北極圈外無永夜。冬至後，永夜自

北極圈開始隨陽光可及處逐漸擴大而退縮

到北極圈內較高緯度處。春分時在北極點

整日皆可見太陽在地平面上，永夜在此時

此處結束，而永晝在此時此處開始隨陽光

可及處繼續逐漸擴大而擴展到北極圈內較

低緯度處。北極點自秋分至春分永夜達半

年，北極圈上永夜僅一瞬間，北極圈內其

他地點永夜自一瞬間至半年不等。  

夏至
23.5°

冬至

春分(垂直射入圖面)

 
圖 2：地球表面冬至、春分、夏至正午時陽光來向 
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秋分(垂直射入圖面)

23.5°

 
圖 3：地球表面秋分正午時陽光來向 

 

夏至
23.5°

冬至

春、秋分

春、秋分

夏至

冬至

 
 

圖 4：正午時陽光來向合併圖  
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參、圓形或弧形的星星軌跡  
  接下來分析在何地理條件下可觀察

到完整圓形的星星軌跡，或僅是圓的部份

弧形的星星軌跡。地球表面某處所見星星

軌跡的圓弧角寬與該處位置、星星方向的

關係牽涉到球面上的直線和平面的關係，

較難用數學上解析幾何的方式想像，本文

提供一間接但較簡單的歸納分析方法。  

一、北極點的情況 

  如前分析，北極點自秋分起至次年

春分期間皆永夜，在該處觀察地平面以上

的星星皆有以北極星為圓心的同心圓軌跡

(圖 5)，距離北極星視角差 90°範圍內(即地

平 面 以 上 )每 個 星 星 的 軌 跡 皆 為 完 整 圓 形

(360°弧角寬 )，即該處視線錐張角為 180°。  

 

23.5°

北極星（P）天幕上距離北極星
視角差10°的某星S
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圖 5：自北極點永夜時觀察地平面以上的星星 

二、北極圈上的情況 

  如前分析，北極圈上任一處冬至時

為永夜，在該處觀察地平面以上的星星皆

有以北極星為圓心的同心圓軌跡(圖 6)。圖

中 A 處地平面正南方角高 0°的星星，星落

與星出皆在該處南方，該星星的軌跡為一

點(0°弧角寬)。圖中 A 處地平面正南方角

高 23.5°方向(在北極圈平面上)的星星，當

該處因地球自轉 90°而移至 B 處(6 小時後)，

該星星的方向在 B 處地平面上的西方，即

星落；在北極圈平面上與 B 處相對處(12

小時前)在東方有星出，該星星的軌跡為半

圓弧形(180°弧角寬)。圖中 A 處地平面正

南方角高 47°方向的星星，在 C 處觀察恰
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好 在 地 平 面 上 (星 落 與 星 出 皆 在 北 方 )， 並

且 有 一 完 整 且 最 大 的 圓 形 軌 跡 (360°弧 角

寬 )。 故 北 極 圈 上 任 一 處 的 視 線 錐 張 角 為

180°-47°=133°，距離北極星視角差 66.5°範

圍內(47°≦角高≦180°)每個星星的軌跡皆

為 完 整 圓 形 (360°弧 角 寬 )， 範 圍 外 每 個 星

星的軌跡為圓弧形(弧角寬由下式計算)。  

  由北極圈上任一處的地平面正南方

起 算 某 星 角 高 (0°≦ 角 高 ≦ 180°)與 該 星 軌

跡的弧角寬之關係歸納如下表：  

角高(°) 0 23.5 47 

弧角寬(°) 0 180 360 

由上例舉的三點可推論弧角寬與角高

(0°≦角高≦47°時 )成正比，關係式為一通

過原點的直線。  

三、北極圈內的情況 

(1)式 之 47°與 北 極 圈 之 緯 度 (66.5°N)

有 關 ， (1) 式 可 寫 為 0° ≦ 角 高 ≦ (90°-

66.5°)×2 ， 弧 角 寬 (°)= 角 高 ÷((90°-

66.5°)×2)×360°；  (90°-66.5°)×2 ≦ 角 高 ≦

180°，弧角寬皆為 360°。  

推論在北極圈內任一處  (緯度 α°N，

66.5°≦α°≦ 90°)永夜 時 ，0°≦ 星星 角高 ≦

(90°-α°)×2 ， 星 星 軌 跡 的 弧 角 寬 (°)= 角 高

÷((90°-α°)×2)×360° ； (90°-α°)×2 ≦ 角 高 ≦

180°，弧角寬皆為 360°。  

  

 

23.5°

133°133°

133°

C

北極星

北極星

A

B

圖 6：自北極圈上任一處永夜時觀察地平面以上的星星

0°≦角高≦47°，弧角寬(°)=角高÷47°×360°；47°≦角高≦180°，弧角寬皆為 360°    (1) 
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證明如下：  

如前分析，北極圈內任一處 (緯度 α°N，

66.5°≦α°≦90°)永夜時，在該處觀察地平

面以上的星星皆有以北極星為圓心的同心

圓軌跡 (圖 7)。圖中 A 處地平面正南方角

高 0°的星星，星落與星出皆在該處南方，

該星星的軌 跡為一點 (0°弧角寬 )。圖中 A

處地平面正南方角高 (90°-α°)方向 (在 α°N

的緯度圈平面上 )的星星，當該處因地球自

轉 90°而移至 B 處 (6 小時後 )，該星星的方

向在 B 處的地平面上的西方，即星落；在

α°N 的緯度圈平面上與 B 處相對處 (12 小

時前 )在東方有星出，該星星的軌跡為半圓

弧形 (180°弧角寬 )。圖中 A 處地平面正南

方角高 (180°-2α°)方向的星星，在 C 處觀察

恰 好 在 地 平 面 上 (星 落 與 星 出 皆 在 北 方 )，

並 且 有 一 完 整 且 最 大 的 圓 形 軌 跡 (360°弧

角寬 )。故北極圈內任一處 (緯度 α°N，66.5°

≦α°≦90°)的視線錐張角為 2α°，距離北極

星 視 角 差 α° 範 圍 內 ((180°-2α°) ≦ 角 高 ≦

180°)每 個 星 星 的 軌 跡 皆 為 完 整 圓 形 (360°

弧角寬 )，範圍外每個星星的軌跡為圓弧形

(弧角寬由下式計算 )。  

  由北極圈內任一處 (緯度 α°N，66.5°

≦ α°≦ 90°)的 地 平 面 正 南 方 起 算 某 星 角 高

(0°≦ 角 高 ≦ 180°)與 該 星 軌 跡 的 弧 角 寬 之

關係歸納如下表：  

角高(°) 0 90-α 180-2α 

弧角寬(°) 0 180 360 

由 上 例 舉的 三 點 可 推論 弧 角 寬 與角 高 (0°

≦角高≦ (180°-2α°)時 )成正比，關係式為

一通過原點的直線。  

 

 

23.5° α°

2α°

2α°

2α°

B
C

A

北極星

北極星

  

    圖 7：自北極圈內任一處永夜時觀察地平面以上的星星

0°≦ 角高 ≦(180°-2α °)， 弧 角 寬(°)=角 高÷(180°-2α °)×360°； (180°-2α °)≦ 角 高≦180°， 弧 角寬 皆 為 360°   (2) 
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0°≦角高≦(180°-2β°)，弧角寬(°)=角高÷(180°-2β°)×360°；(180°-2β°)≦角高≦180°， 

圓弧角寬皆為 360°    (3) 

四、北極圈外虛擬永夜的情況  

  按本文之方法，可推導北半球北極圈

外(0°≦緯度<66.5°)，假設無太陽光，星星

圓弧軌跡的弧角寬。  

    北半球北極圈外任一處(緯度 β°N，0°

≦β°<66.5°)，假設無太陽光，在該處觀察

地平面以上的星星皆有以北極星為圓心的

同心圓軌跡(圖 8)，星星圓弧軌跡的弧角寬

分析方式同北極圈內的情況。圖中 A 處地

平面正南方角高 0°的星星，星落與星出皆

在該處南方，該星星的軌跡為一點(0°弧角

寬)。圖中 A 處地平面正南方角高 (90°-β°)

方向(在 β°N 的緯度圈平面上)的星星，當

該處因地球自轉 90°而移至 B 處(6 小時

後)，該星星的方向在 B 的地平面上的西

方，即星落。在 β°N 的緯度圈平面上與 B

處相對處(12 小時前)在東方有星出，該星

星的軌跡為半圓弧形(180°弧角寬)。圖中 A

處 地 平 面 正 南 方 角 高 (180°-2β°)方 向 的 星

星，在 C 處觀察恰好在地平面上(星落與星

出皆在北方)，並且有一完整且最大的圓形

軌 跡 (360°弧 角 寬 )。 故 北 半 球 北 極 圈 外 任

一處(緯度 β°N，0°≦β°<66.5°)，假設無太

陽光，該處的視線錐張角為 2β°，距離北極

星 視 角 差 β° 範 圍 內 ((180°-2β°) ≦ 角 高 ≦

180°)每 個 星 星 的 軌 跡 皆 為 完 整 圓 形 (360°

弧角寬)，範圍外每個星星的軌跡為圓弧形

(弧角寬由下式計算)。  

 

 

 

23.5°

B

β°

2β°

2β°

2β°

A

C

北極星

北極星

 

圖 8：自北半球北極圈外任一處虛擬永夜時觀察地平面以上的星星  
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由北半球北極圈外任一處(緯度 β°N，

0°≦β°<66.5°)的地平面正南方起算某星角

高 (0°≦ 角 高 ≦ 180°)與 該 星 軌 跡 的 弧 角 寬

之關係歸納如下表：  

角高(°) 0 90-β 180-2β 

弧角寬(°) 0 180 360 

由 上 例 舉 的 三 點 可 推 論 弧 角 寬 與 角 高 (0°

≦ 角 高 ≦ (180°-2β°)時 )成 正 比 ， 關 係 式 為

一通過原點的直線。  

五、赤道上虛擬永夜的情況 

    假 設 無 太 陽 光 ， 赤 道 (β=0°)的 視 線 錐

張角為 0°(圖 9)，在赤道上任一處觀察北

極星(角高 180°)，其軌跡的弧角寬為 360°，

此 為 在 赤 道 所 能 觀 察 到 的 唯 一 360°的 弧

角寬，但其實此圓弧軌跡已縮小成為一點，

即北極星。在赤道觀察角高 90°(在赤道平

面上)的某星，其軌跡的弧角寬為 180°，若

在赤道某處 x 時可見該星在正東方星出，  

x+6 時可見該星在天頂，x+12 時可見

該星在正西方星落。若在地軸南極方向的

天幕上有一與北極星相對應的南極星，在

赤道任一處觀察南極星(角高 0°)，其軌跡

的弧角寬為 0°，即任一時刻皆為南極星的

星出與星落，觀察北極星亦有此現象。如

同北極星，其實南極星的圓弧軌跡亦已縮

小成為一點，即南極星。  

23.5°

北極星

北極星南極星

南極星

 

圖 9：自赤道上任一處虛擬永夜時觀察地平面以上的星星 
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結論：  
   在 北 半 球 緯 度 α°N(0°≦ α°≦ 90°)任 一

處永夜或無太陽光時，觀察星星的圓形軌

跡。  

當 0°≦星星角高≦ (180°-2α°)，星星軌

跡的弧角寬(°)=角高÷(180°-2α°)×360°；  

當 (180°-2α°)≦角高≦180°，弧角寬皆

為 360°。藉此式可瞭解到許多有趣的天文

現象。  

備註 : 

1. 讀者可參考本文的分析方法，自行分析  

   南半球的星星軌跡。  

2. 本文之分析圖皆以 PowerPoint 繪製，  

   受限於該軟體的精度，每個角度有  

   -1.0~0°的誤差。  

 


