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一個拉曼奴姜等式的推廣 

許閎揚* 劉俊易  
彰化縣立彰化藝術高級中學  

壹、前言  
在 100 年 前 ， 印 度 天 才 數 學 家 拉 曼 奴 姜 發 現 了 數 學 式 ൣ√𝑛 + √𝑛 + 1൧ = ൣ√4𝑛 + 1 ൧ =ൣ√4𝑛 + 2 ൧，其中 0n  為一個整數，  x 為小於或等於 x 最大整數，他將此發現投稿到印度 

數學期刊[4]。彰師大數學系陳國傑教授在 2014 年研討會上對於這等式給出一個更簡單的

數論證明[3]，隨後李錦鎣教授用微積分來探討並給出許多推廣 [1][2]。在計算機的幫助下，

我們也得到了一些此等式的推廣。 

 

貳、 ൤ට௡ସ + ට௡ସ + 1൨ 的探討  

定理 1: ൤ට𝒏𝟒 + ට𝒏𝟒 + 𝟏൨ = ൣ√𝒏 + 𝒂 ൧, 𝟏 ≤ 𝒂 < 𝟐, 𝒏 ≥ 𝟎。  

證明：當𝑛 ≥ 0，利用平方公式得 √𝑛 + 1 ≤ ට௡ସ + ට௡ସ + 1 < √𝑛 + 2 , ………………  (1.1) 

又存在一整數 k 使得  𝑘ଶ ≤ 𝑛 + 1 ≤ 𝑛 + 𝑎 < 𝑛 + 2 ≤ ሺ𝑘 + 1ሻଶ 即  𝑘 ≤ √𝑛 + 1 ≤ √𝑛 + 𝑎 < √𝑛 + 2 ≤ 𝑘 + 1 ……………… (1.2) 

由 (1.1)(1.2)，本定理得證。 

 

定理 2: ൤ට𝒏𝟒 + ට𝒏𝟒 + 𝟐൨ = ൣ√𝒏 + 𝒂 ൧, 𝟑 ≤ 𝒂 < 𝟒, 𝒏 ≥ 𝟎。  

證明： 當𝑛 = 0， ቈට଴ସ + ට଴ସ + 2቉ = ൣ√0 + 𝑎 ൧ = 1 

   當𝑛 ≥ 1，利用平方公式得 √𝑛 + 3 ≤ ට௡ସ + ට௡ସ + 2 < √𝑛 + 4 ………(2.1) 

*為本文通訊作者  
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存在整數 k 使得 

 22 3 4 1k n n a n k        即  

3 4 1 (2.2)k n n a n k          

由 (2.1)(2.2)，本定理當𝑛 ≥ 1成立，當𝑛 = 0定理亦成立，得證。  

 

參、൤ට𝒏𝟖 + ට𝒏𝟖 + 𝟏൨ 的探討  

定理𝟑.  ൤ට௡଼ + ට௡଼ + 1൨ = ൤ට௡ଶ + 𝑎 ൨ , ଷଶ ≤ 𝑎 < 2, 𝑛 ≥ 0 

證明：當𝑛 = 0 時， ൣ√0 + √1൧ = ൣ√𝑎 ൧ = 1，定理成立。  

當𝑛 ≥ 1，利用平方公式，可得  ට௡ଶ + ଷଶ ≤ ට௡଼ + ට௡଼ + 1 < ට௡ଶ + 2 , …… (3.1) 

若存在一整數𝑘使得  ௡ଶ + ଷଶ < 𝑘 < ௡ଶ + 2，則  𝑛 + 3 < 2𝑘 < 𝑛 + 4 ， 

這樣的 k 必不存在。因此  ௡ଶ + ଷଶ 與  ௡ଶ + 2 之間不存在任何整數，因此亦不存在任何整數平

方。  

因此存在一整數𝑘，使得𝑘ଶ ≤ ௡ଶ + ଷଶ ≤ ௡ଶ + 𝑎 < ௡ଶ + 2 ≤ ሺ𝑘 + 1ሻଶ，即  𝑘 ≤ ට௡ଶ + ଷଶ ≤ ට௡ଶ + 𝑎 < ට௡ଶ + 2 ≤ 𝑘 + 1…… (3.2) 

由 (3.1)(3.2)本定理當𝑛 ≥ 1成立，當𝑛 = 0定理亦成立，得證。 

 

肆、൤ට𝒏𝟑 + ට𝒏𝟑 + 𝟏൨的探討  

定理 4: ൤ට௡ଷ + ට௡ଷ + 1൨ = ቈටସ௡ଷ + 𝑎 ቉ , ସଷ ≤ 𝑎 ≤ 2, 𝑛 ≥ 0 

證明：當𝑛 = 0時， ൣ√0 + √1൧ = ൣ√𝑎 ൧ = 1，定理成立。  

  當𝑛 ≥ 1，利用平方公式，可得  
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ටସ௡ଷ + ସଷ ≤ ට௡ଷ + ට௡ଷ + 1 < ටସ௡ଷ + 2 , …… (4.1) 

對於任一整數 k ，
2 0 ( mod  4)k  或

2 1 ( mod  4)k  。若存在一整數 k 使得  

24 4 4 2
3 3 3
n nk    ，則  

24 4 3 4 6n k n    ，則  
23 4 5k n  或

23 4 6k n  ，得 

23 1 (mod 4)k  或
23 2 (mod 4)k   

但
23 0 ( mod  4)k  或

23 3 ( mod  4)k  ，因此在
4 4
3 3
n
 與

4 2
3
n
 之間不存在任何整數平

方且
4 2
3
n
 不是任一整數平方。 

因此存在一整數 k ，使得
2 24 4 4 4 2 ( 1)

3 3 3 3
n n nk a k        ，即  

4 4 4 4 2 1 (4.2)
3 3 3 3
n n nk a k          

由 (4.1)(4.2)，本定理當𝑛 ≥ 1成立，當𝑛 = 0定理亦成立，得證。 

 

伍、結語  
這個拉曼奴姜等式敘述簡單，是一個只要學過根號與高斯符號就能理解的數學式，它

的證明不但容易而且極富趣味性。在計算機的幫助下，應該可以找到更多等式。讀者對這

主題若想要有更深刻的了解，可參考李錦鎣在數學傳播的兩篇文章 [1][2]。 
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