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以回溯逆向差分運算法 
尋找數列的多項式函數 

李輝濱  
嘉義市私立輔仁高級中學退休教師  

壹、前言  
尋找通過實驗完成的多個觀測數據的一道經驗曲線多項式函數，並歸納出所有數據間

的規律性以預測未來形勢是實證科學與理論工作者的一項研究方針。歷史上探討這類數值

理論來解決多項式函數的插值問題者首推牛頓 ( Isaac Newton )與拉格朗日 ( Joseph-Louis 

Lagrange )兩人，他們各自對插值多項式函數作分析、比對，再應用因式定理與餘式定理

的特質內涵型態作連結整合，分別得證出獨有的插值公式，其詳情請查閱主文 引理 3. 的

一單位等單位間距牛頓插值公式法。 

本文要提出逆向思考的另類不同分析法；以溯源等單位間距差分法探尋數列的多項式

函數，利用二項式的等單位間距差分運算過程逆向來回推至數列一般項的多項式函數。數

列研究的一個重點就是要探討分析出它的一般通項的多項式函數。本標題探討的目標著重

於一元多項式函數。插值多項式的相關問題可參考蔡聰明  (2010，2016)、陳建燁  (2017)

及 Brutman (1997)。  

 

貳、本文  
對於函數  )(xfyx  ，若指定等單位間距節點  x ： x = 1 , 2 , 3 , 4 ,  , n  ， ( n 為

正整數 )，定義  )(xf )()1( xfxf  ，則稱   )(xf 為函數 )(xf 在每個單位區間上的

增量 xx yy 1 形成 )(xfyx  的一階差分函數，它是新的函數。  

一階差分的差分為二階差分，二階差分的差分為三階差分，其餘類推。以符號
n )(xf

表示 )(xf 的 n 階差分函數，是經歷實作 n 階差分運算後的新函數。  

基本二項式 ( basis binomial )在差分運算的數值分析中扮演著舉足輕重的地位，在逆

向推演數列一般項的多項式函數時常要應用到二項式展開式的部份相關式，以逐次連結成

較高一次的多項式函數，最後再演繹成完整的最高次數多項式函數，而在鋪陳佈局推演時

必須依照標準操作演算程序 SOP 始能在印證中化繁為簡，釐清並鎖定操作方向，逐步順

利地證明出適配 ( best fitting )的多項式函數來。  

接下來敘述的文章內所呈現的演繹運算流程中將會頻繁的應用到下列 3 個基本性質；  
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一、數學基本性質；  

引理 1. (二項式定理 )：   









n

k
n

k
n

yx
0

)( kkn yx   ( n 為正整數 ) 

即  nyx )(   = nx nC1  yxn 1 nC2  22 yxn   n
nC 1 1nxy ny  (L1) 

此處，表示式中的符號 







k
n n

kC 為二項式係數，其數值恰等於  
)!(!

!
knk

n


 ， 

其中   !n   n 321 。 組合學上，符號
n
kC 表示從 n 件不同物件中任意選取 k 項

物件的組合數。  

引理 2. 若 )(xf 是一元 n 次多項式函數，則一階差分   )(xf knn

k
n
k xC 


  1

  的充要 條

件為  )(xf = cxn   ，其中  Rc 。  

[證明]： (充分條件 )：對 )(xf 作第一階差分實際運算，得下列過程； 

 )(xf )()1( xfxf  =  ( cxn  )          

       )(xf ][])1[( cxcx nn  = nn xx  )1( knn

k
n
k xC 


  1

 (L2) 

(必要條件 )：令 )(xf = 0
1

1 axaxa n
n

n
n  

    ，則 

 )(xf )()1( xfxf  = 1
.1

n
n

n xaC + ( 2
1

1
12 ) 


 n

n
n

n
n xaCaC  

           + ( 3
2

2
11

1
23 ) 





  n

n
n

n
n

n
n xaCaCaC  +   + ( 11 aaa nn    ) 

又      )(xf  = 1
1

nn xC + 2
2

nn xC + 3
3

nn xC +   + n
nC  。  

比 較 最 高 次 項
1nx 的 係 數 ， 有  .1 n

naC  = nC1 ， 可 得  1. na ； 再 比 較 次 高 次 項
2nx 的 係 數  

1
1

12 
 n

n
n

n aCaC = nC2 ，可得 0.1 na  ；依次再比較後續各項係數，得知  

0132.1   aaaa nnn   

因此，  )(xf = 0axn  。 再令 ca .0 ，  得  )(xf = cxn  。  

註明：在引理 2.中，(L2)式表示對函數 cxn   作一次差分運算後所獲得的 1n  次數新結

構式。而必要條件表示對此  )(xf 作一次反差分運算後所獲得的原始 n 次式結構式。 

引理 3. (牛頓插值法 ) 毎一個一元 n 次多項式函數  )(xf  都可表成   

       )(xf  = )1(f +   )()1(
!

1
1

xgf
k k

kn

k
 

 (L3) 

其中   )(xgk = )()3)(2)(1( kxxxx    為 k 次多項式函數。  

[證明]：利用多項式的除法定理或由餘式定理，可設 

   )(xf = )1(f + )()1( 1 xqx   ，而 )()2()2()( 211 xqxqxq  ， 

由此可推得  )(xf = )1(f + )()1( 1 xqx  = )1(f + )2)(1)(()1)(2( 21  xxxqxq  ，依此下

去，我們可令    
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  )(xf = )1(f + )1(1 xa + )2)(1(2  xxa +   + )()2)(1( nxxxan   ， 

再代入比較係數即可導出   .ka  )1(
!

1 f
k

k ， 1k ,2,3,   , n 。 

 
二、以回溯逆向差分運算法尋找數列一般項的多項式函數  

探尋 有 限 或 無窮 數 列 的 一般 項 多 項 式函 數 可 先 對數 列 的 已 知數 值 依 序 作差 分 實際運

算並按序排列出毎一階差的結果，然後再逐步逆向追蹤等單位間距差分運算的各階差操作

過程而回證出此數列一般項的多項式函數，整個推演流程必須依循標準操作演算程序 SOP

始能達成任務。以下就是研究的策略與方法；  

 

A. 標準操作演算程序 SOP：就給定數列求證其一般項多項式時的程序步驟為； 

A1. 差分運算實作流程：首先計算製作出一個差分表，操作如下； 

[1] 對一給定數列依序排列出已知的各項數值形成第 1 列，然後對此第 1 列依序作第一

階差分實際運算並按序排列出第一階差分函數的數值結果而形成第 2 列。再由引理 2.

的差分運算性質知；毎作一次差分運算，多項式的次數即降低 1 次。  

[2] 對第 2 列依序作第二階差分實際運算並按序排列出第二階差分函數的數值結果以形

成第 3 列。  

[3] 持續上述的相同操作，依序對第 3 列、第 4 列、第 5 列、…等各列作各階差分實際運

算，並按序排列出各下一階差分函數的數值結果以形成元素有秩序逐一縮減的各下一

階新數列。直到最後的第 n 階差分函數的數值出現完全相等的常數為止，此時第 n 階

差分函數為常數函數，即零次函數，當下就終止差分運算，而製作完成出一個差分表。

這差分表是尋找數列一般多項式函數的最大利器。  

若給定數列是 n 個數值的有限數列，則第 n 階差分函數的數值個數必剩下唯一的一個

數。若給定數列是無窮數列，則最後呈現的必是常數無窮數列。  

根據上述的操作過程，實際運算製作出下面這個差分實作表：  

給定一元多項式函數  )(xfyx  ， x = 1 , 2 , 3 , 4 , , n ， ( n 為正整數 )，依順序

排列出函數  )(xfyx  及各階差分  n )(xf  的數列數值差分表，示意如下； 

  )(xf ： )1(f       )2(f       )3(f       )4(f       )5(f      …    )(nf  

 )(xf ： )2(f - )1(f   )3(f - )2(f   )4(f - )3(f   )5(f - )4(f  … )(nf - )1( nf  

2 )(xf ： )3(f - 2 )2(f + )1(f   )4(f - 2 )3(f + )2(f   )5(f - 2 )4(f + )3(f   … 

3 )(xf ：  )4(f - 3 )3(f + 3 )2(f - )1(f   )5(f - 3 )4(f + 3 )3(f - )2(f   … 

4 )(xf ：          )5(f - 4 )4(f + 6 )3(f - 4 )2(f + )1(f    … 
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5 )(xf ：               )6(f - 5 )5(f + 10 )4(f - 10 )3(f + 5 )2(f - )1(f    … 

                                                            

2n )(xf ：    


2

0
2n

k
n
kC )1()1( knfk  = 2n )1(f     2n )2(f    …  

1n )(xf ：           


1

0
1n

k
n
kC )()1( knfk  = 1n )1(f = 0b       0b     … 

這差分表內毎一個位置運算式，如； )5(f - 2 )4(f + )3(f  等都代表 1 個數值。 

再請看以下實際數據操作差分表的例子： 

         x  ：   1    2    3    4    5    6    7   … 

       )(xf ：  7   10   16   28   49   82   130   … 

      )(xf ：    3    6    12   21   33   48   … 

     
2 )(xf ：       3    6    9    12   15   … 

     
3 )(xf ：          3    3    3    3   … 

由引理 3.牛頓差值法得知此差分表的多項式函數為 )(xf = 44
2
3

2
1 23  xxx  ，是

個一元三次 4 項數的多項式函數。 

 

A2. 回溯逆向推理差分運算流程： 由實做完成的差分運算表回溯起； 

[4] 差分表最後一列是單一數 0b 或是常數 0b 數列，取定這列第 1 個數 0b ，而此 0b = 1n

)1(f = 1n )(xf ，並回溯其前一列所屬的多項式函數必為一次式，思考演算流程如下；

由 0b  = 0b + )(0 xxb  + 1b 1b  = [ )1(0 xb + 1b ] xb0( )1b  = 
2n  )1(xf 2n )(xf  =   2n )(xf  =   10 bxb   ，應用引理 2.必要條

件的一階差分 n 次式結構式而得出回推的一次式為；
2n )(xf  = 0b 1bx   = 

1n )1(f  ] 1bx  ，此時的回溯常數 1b 恰為  1b  =[ 2n )1(f  ]  0b ，代入 1b 值，得明確

一次多項式函數為； 
2n )(xf  = 0b 1bx   = 0b  x {[ 2n )1(f ]  0b }    (1) 

[5] 完成一次式後再往前回溯一列到
3n )(xf 函數式，其必為二次式；現在要回推出此

二次式，將 (1)式等號右側的函數內容配型成原來的二次式結構式     

2n )(xf   = 0b 1bx    = 
2
1

0b  )12( x 01 2
1 bb    = 

2
1

0b  )12( 22 xxx

[ 01 2
1 bb   ] )](1[ xx  2b 2b   = 

2
1

0b  2)1(x  [ 01 2
1 bb   ] )1( x 2b  

2
1

0b 2x +[ 01 2
1 bb  ] x 2b = [ 3n  )]1(xf [ 3n )(xf ] =   3n )(xf  
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=  
2
1

0b 2x +[ 01 2
1 bb  ] x 2b    ，    因而回推得二次式為；  

3n )(xf  = 
2
1

0b 2x  [ 01 2
1 bb  ] x 2b  =

2
1

0b 2x  {[ 2n )1(f ] 
2
3

0b } x 2b   

，而回溯常數 2b 恰為  2b = [ 3n )1(f ]  1b = [ 3n )1(f ] {[ 2n )1(f ]  [ 1n )1(f ]} 

=[ 3n )1(f ]  [ 2n )1(f ]  0b  ，代入常數 2b 的值可得明確的二次多項式函數為；  

3n )(xf = 
2
1

0b 2x  {[ 2n )1(f ] 
2
3

0b } x  {[ 3n )1(f ]  1b } 

      = 
2
1

0b 2x   {[ 2n )1(f  ] 
2
3

0b  } x   { 3n  [ )1(f  ]   [ 2n )1(f  ]  0b  }    (2) 

[6] 持續上述的同樣操作運算模式，而毎次都須應用到引理 2.的一階差分 n 次結構式的充

分條件與回溯配型成較高一次的必要條件並有回溯常數 jb 的取值， jb = [ 1 jn )1(f ]

 1jb  ( nj 1 ) 。直到最前面第一列的 )(xf 多項函數式被求證出來為止，即結束

操作推演，此時 )(xf 即為所求的多項式函數。  

 

B. 回溯追蹤推演理論的驗證：  

B1. 一般多項式函數的差分運算型與組合型表示式： 

由牛頓差值法，可得差值多項式函數 )(xf 的差分組合型表示式： 

)(xf  = )1(f + 1
1
xC  )1(f + 1

2
xC 2 )1(f + 1

3
xC 3 )1(f +  + 1

1



x
nC 1n )1(f  (3) 

 )1( xf = )1(f + xC1  )1(f + xC2
2 )1(f + xC3

3 )1(f +  + x
nC 1

1n )1(f  (4) 

 

B2. 對一般多項式函數 (3)作差分運算： 

[1] 對組合式作差分運算並應用組合學恆等式；  x
mC  = x

mC 1         (L4) 

 x
mC  =   

)!(!
!

mxm
x


=
)!1()!(

)!1(
mxm

x





)!()!(
)!(

mxm
x


= 1x
mC  x

mC  = x
mC 1    

[2] 應用  (L4)式對多項式函數  (3)作連續差分運算，流程如下：  

 )(xf = )1( xf  )(xf  

= ( xC1  1
1
xC  )  )1(f  +( xC2 

1
2
xC  ) 2 )1(f  +( xC3  1

3
xC  ) 3 )1(f  +   +( x

nC 2  1
2



x
nC  )

2n )1(f +( x
nC 1  1

1



x
nC ) 1n )1(f  

= 1
0
xC  )1(f + 1

1
xC 2 )1(f + 1

2
xC 3 )1(f +   + 1

2



x
nC 1n )1(f  

2 )(xf =  )1( xf   )(xf  

= 1
0
xC 2 )1(f  + 1

1
xC 3 )1(f + 1

2
xC 4 )1(f +   + 1

3



x
nC 1n )1(f  
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一般而言，可推得  

2n )(xf = 1
0
xC 2n )1(f + 1

1
xC 1n )1(f  

1n )(xf = 1
0
xC 1n )1(f  = 1n )1(f  = 0b   

 

B3. 逆向差分運算毎升高一次數的回溯常數 jb 推理步驟： 

[4] 承續上述的關係式，我們可由 

2n )(xf = 1
0
xC 2n )1(f + 1

1
xC 1n )1(f  = 2n )1(f +( 1n )1(f ) )1( x  

         = 0b x + ( 2n )1(f   0b ) = 0b x + 1b  

，得出函數
2n )(xf 的常數項即第 1 個回溯常數 1b ，而  1b = [ 2n )1(f ]  0b ， 

進一步，再由  
3n )(xf = 1

0
xC 3n )1(f + 1

1
xC 2n )1(f + 1

2
xC 1n )1(f  

=
3n )1(f +( 2n )1(f ) )1( x +

2
1

( 1n )1(f )( )1x )2( x  (展開並整理 ) 

=
2
1

( 1n )1(f ) 2x   2n )1(f ] 
2
3

( 1n )1(f )  x   3n )1(f  2n )1(f   

1n )1(f =
2
1

0b 2x   2n )1(f 
2
3

0b  x   3n )1(f  2n )1(f  0b  

，得出第 2 個回溯常數 2b ，而  2b = 3n )1(f  2n )1(f  0b = 3n )1(f  1b  

 

[5] 自 上 述 的 說 明 過 程 中 可 看 出 任 一 函 數
i )(xf 的 常 數 項 即 為 第 in  )1( 個 回 溯 常 數 

inb 1  ( i = 0 ,1 , 2 , 3 , 4 , , 1n )，並可得到一般回溯常數的遞迴式： 

       jb  ( 1 jn )1(f ) 1jb    ( nj 1 )   。 

[6] 持續上述推演步驟，直到得出 的常數項，即第 個回溯常數 出現為止，

並求出  (3)式 的常數項值  1nb = )1(f + )1()1(1
1

fin

i
i 


。 

再求出  (3)式 )(xf 的一階差分函數  )(xf 的常數項 2nb = )1()1(1
1

1 fin

i
i  


  。 

因此，我們可以推得以下的關係：得出  ；      =     。
 

 

綜合以上的敘述推理流程，我們證明了逆向差分運算配型結構式與回溯常數的遞回關

係式 jb  ( 1 jn )1(f ) 1jb   ( nj 1 ) 等理論以及實際演算的操作法。  



)( xf 1n 1nb
)(xf

1nb )1(f  2nb
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C. 回溯追蹤逆向推演理論的範例   

[範例 1]： 一元 3 次數多項式函數 =  的差分表如下； 

    x ：      1             2               3                4       
  ：           

 ：  =                   

：            =                   

：                  = =                        

(1) 依據前述 SOP 逆向推演標準操作模式先取定常數數列值  = =  

(2) = + [ ]  = + = (2 +1) + ( ) 

(3) = + ( )  + [ ]  [ ] +  

           = + ( )  + ( ) = (3 +3 +1) + (2 +1) +  

(4) = + + + [ ] + [ ]  

         = + + + ( ) ( ) = + + +  
 

[範例 2]： 一元 4 次數多項式函數 =  的差分表如下； 

      x ：        1    2     3      4     5       6      

   ：      3    6    55    198    513    1102     

 ：        9    49    143    315    589      

：         40    94     172    274     

：            54     78     102     

：                24    24      

(1) 依據 SOP 的逆向推演標準操作模式先取定常數數列值  = 24 

(2) = 24 + (54 24) = 24 +30 = 12(2 +1) +18 

(3) =12 +18 + [40 54+24] =12 +18 +10 

        = 4(3 +3 +1) +3(2 +1) +3 

(4) = 4 +3 +3 + [9 40+54 24] = 4 +3 +3 1 

       = (4 +6 +4 +1) (3 +3 +1)+(2 +1) 2 

(5) = + 2 + {( 3) [9 40+54 24]} = + 2 2 

)( xf dcxbxax  23

)( xf dcba  dcba  248 dcba  3927 dcba  41664
 )( xf  )1(f cba  37 cba 519 cba  737 
2 )( xf 2 )1(f ba 212  ba 218  ba 224  
3 )( xf 0b 3 )1(f a6 a6 a6

3 )(xf 0b a6
2 )(xf a6 x 2 )1(f  0b a6 x ba 26  a3 x ba 23 

 )(xf a3 2x ba 23  x  )1(f  2 )1(f 0b
a3 2x ba 23  x cba  a 2x x b x c

)(xf a 3x b 2x c x )1(f   )1(f 2 )1(f  0b
a 3x b 2x c x dcba   cba  a 3x b 2x c x d

)(xf 22234  xxxx


)(xf  
 )(xf 

2 )(xf 

3 )(xf 

4 )(xf 

4 )(xf
3 )(xf x  x x
2 )(xf 2x x  2x x

2x x x
 )(xf 3x 2x x   3x 2x x 

3x 2x x  2x x x 
)(xf 4x  3x 2x  x     4x  3x 2x  x 
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從範例中可見到在作逆向推演多項式函數公式的流程時，僅須要採取 3 種操作運算

法；[第 1 法]. 先排列出已給定數列的差分表。[第 2 法]. 依順序作一階一階的反差分運算

以配型升高 1 個次數。配型的要領就是要依順序配成如：(2 +1)、(3 +3 +1)、(4 +6

+4 +1)、 等等型態以升高 1 個次數成為 、 、 、 等的操作。[第 3 法]. 升高

1 個次數後要再加上升階的對應回溯常數。如此透過配型逐次升高次數的層層迭代操作運

算必可完整推演出適配的多項式函數。  

 

參、結論  

[1] 以配型升高 1 個次數操作法是根據  的展開式來作對應的配型，配型的 

型態結構與各對應的回溯常數取值都很具規律性，在範例中就顯示出應用此規律性即

能很輕快地操作運算並推演出完整的最適配多項式函數來。 

[2] 差分運算與逆向差分運算是反運算，就像微分和積分是互為反運算的情形。差分是求

單位間距的變化，求其間距的平均斜率，而逆向差分是求重組成較高一次數的函數式，

求多項式曲線下的面積，兩者背道而馳，讀者應可領略到它們的密切關係，如同大自

然運行的規範與和諧。 

[3] 根據 已 知 的 有限 項 數 值 來找 到 一 個 熟悉 的 規 律 使能 夠 將 給 定的 所 有 項 都滿 足 的公式

以作為一般項公式，而這公式僅是代表與此有限項數值相涵蓋關聯的其中一個適配函

數，卻並非唯一。例如：給一個有限數列；  1 , 5 , 13 , 29 、由 4 個數據組成，則滿 

足 這 個 數 列 的 函 數 有 很 多 ， 例 如 ：    與  

， 此 處 ， 還 有  

等至少 3 個表示式。另給有限數列；  6 , 6 , 12 , 18 ，由 4 個數據組

成 ， 則 滿 足 這 個 有 限 數 列 的 一 般 項 函 數 有    與  

 等至少 2 個表示式。 

[4] 當 坐標不是依序排列的正整數數列，而是非等間隔實數數列時，例如：要找通過平

面上五個坐標點  (1.2,5) , (2,7) , (3.3,11) , (4.5,31) , (6.7,81) 的多項式函數，就得應用

牛頓或拉格朗日插值多項式的公式解法。  

[5] 感謝審稿委員大胸襟的指導與提示眾多寶貴意見，得以完成本文。  
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