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先取完球問題與重複組合的相遇 

楊宗穎* 楊閔茹  
臺北市立第一女子高級中學  

壹、前言  
在高中機率的單元中，取球問題是常見的題型之一。若袋中 3 紅球、4 白球與 5 藍球，

今依 序取 球 ，取 後不 放 回， 則紅 球 先取 完的 機 率為 何？ 依 照先 取完 球 的顏 色順 序 進行 分

類，其機率為
5 4 4 5 25

12 7 12 8 56
    。這個問題在各校段考題經常出現，其中常見的解法在計

算上並不困難，但在教學現場，學生卻不容易參透解法的精髓，大多數的學生就是似懂非

懂的把規則記起來，但在課堂上仍有少數學生希望用確切的排列組合技巧來計算排列的數

量，利用球的特殊排列所佔全體的比例來計算機率。本文試著利用重複組合的概念，來計

算取球特殊的排列情形（指定取完球顏色的順序），希望能以另一種觀點提供教學現場的

教師與學生參考。 

 

貳、基本知識  
以下為閱讀本文前的基本知識： 

1. 若袋中有 n紅球與 m白球，從袋中依序取球，則最後一顆為白球的機率為
m
n m

。

令 S 為所有取球情形的樣本空間，W 為最後一顆為白球的事件。上述結論可以用球

的排列數來計算，其中 n紅球與 m白球的排列情形共有
( )!

! !
n mS
n m


 。其中最後一

球 為 白 球 的 特 殊 排 列 數 為
( 1)!

!( 1)!
n mW
n m
 




。 因 此 最 後 一 顆 為 白 球 的 機 率 為

( )
W mP W
S n m

 


。 

 

 

*為本文通訊作者  
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2. 若 n與 k皆為自然數，則 1 2 nx x kx   的非負整數解的個數為
( 1)!

!( 1)!
n k
k n
 


。 

方便起見，將此數記為
n
kH 。 

 
 

重複組合的單元已消失於 108 課綱，但學生仍可輕易的透過不盡相異物的排列來理解

重複組合，在教學現場中可適當補充。 

 

參、3 紅 4 白 5 藍-紅球先取完的機率  

若袋中有 3 紅球與 4 白球，從袋中依序取球，令W 為最後一顆為白球的事件、 A為

紅 球 先 取 完 的 事 件 ， 從 邏 輯 上 可 知 事 件 A 與 事 件 W 是 等 價 的 ， 因 此

4 4( ) ( )
3 4 7

P A P W  


。 

若袋中的顏色增加後，情況將稍微變複雜。今考慮袋中有 3 紅球、4 白球與 5 藍球，

從袋中依序取球，取後不放回。令 A為紅球先取完的事件，依照其餘顏色被取完順序上的

不同，根據機率的加法原理，事件 A可再區分為兩種類型： 

(1) 紅色取完後、白色才取完，最後藍色才取完。將此事件記為『紅 白 藍  』； 

(2) 紅色取完後、藍色才取完，最後白色才取完。將此事件記為『紅 藍 白  』。 

可知 ( ) ( ) ( )紅 白 藍 紅 藍 白P A P P      。 

 

最後一顆為白球( 1)!( 1)
!( 1)!
n mn m
n m
 




紅 白的排列

( 1)n  個

          
1 2 nx x kx  

非負整數解的個數


          

k個


                        

不盡相異物的排列情形

( 1)!
( 1)! !

n
k

n kH
n k
 



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一般我們會跟學生說明機率
5 4( )

12 7
紅 白 藍P     ，其概念為先考慮藍色為最後 

一顆的機率 P(藍球為最後一顆)
12
5

 ；然後在藍球為最後一顆的條件下，考慮 3 紅球與 4

白球中白色為最後一顆的條件機率 P(最後一個白球出現在所有紅球之後│藍球為最後一

顆)，我們可以解釋為，因為已經確定整體的最後一顆為藍球，故可忽略前方剩餘的 4 藍

球，僅考慮 3 紅球與 4 白球的取球情形即可，在此狀況下，前方的 3 紅球與 4 白球中，白

球在最後一顆的機率即可視為
4
7

，因此條件機率 P(最後一個白球出現在所有紅球之後│ 

藍球為最後一顆)=
4
7

。根據機率的乘法原理，可推得
5 4( )

12 7
紅 白 藍P     。同理，

4 5( )
12 8

P    紅 藍 白 。 

因此紅球先取完的機率為
5 4 4 5( ) ( ) ( )

12 7 12 8
P A P P         紅 白 藍 紅 藍 白 。 

 

 
 

 

最後一顆為藍球

忽略剩餘藍球

3 4紅 白中限定最後一顆為白球

5
124

7

5 4( )
12 7

紅 白 藍P    

最後一顆為白球

忽略剩餘白球

3 5紅 藍中限定最後一顆為藍球

4
125

8

4 5( )
12 8

P    紅 藍 白
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上述的作法看似簡單且直觀，但往往在教學現場中，總是有學生對這樣的解釋有所質

疑，『若最後一顆是藍球，為何可以將前方剩餘的藍球忽略不計呢？』追求實是的學生總

是 希 望 能 將 真 實 的 排 列 數 給 計 算 出 來 ， 進 一 步 看 所 佔 全 體 排 列 數 的 比 例 ， 才 能 接 受

5 4( )
12 7

紅 白 藍P     的事實。因此我們試圖將符合『紅色取完後、白色才取完，最後

藍色才取完』的排列情形總數求出，簡稱『滿足紅 白 藍  的特殊排列數』。 

 

 

 

我們依序分四個步驟完成『滿足紅→白→藍的特殊排列數』： 

1. 先將最後一顆球限定為藍球； 

2. 在前方的 3 紅球、4 白球中，限定最後一顆是白球； 

3. 考慮前方剩餘的 3 白球，任意放進 3 紅球的 4 個空隙中，其方法數為
4
3H 種； 

4. 考慮前方剩餘的 4 藍球，任意放進 3 紅球、4 白球的 8 個空隙中，其方法數為
8
4H 種； 

 

根據上述四個步驟，可知滿足紅 白 藍  的特殊排列數為
4 8
3 4H H ，而全體的排列

數為
12!

3!4!5!
，由此可知

4 8
3 4

6! 11!
5 43!3! 4!7!( ) 12! 12! 12 7

3!4!5! 3!4!5!

H HP
 

    


紅 白 藍 。 

 

3紅 4白 5藍

紅 白 藍 
特殊排列

滿足
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同 理 ， 可 知 滿 足 紅 藍 白  的 特 殊 排 列 數 為
4 9
4 3H H ， 故

4 9
4 3

7! 11!
4 54!3! 3!8!( ) 12! 12! 12 8

3!4!5! 3!4!5!

H HP
 

    


紅 藍 白 。 

 

肆、指定顏色取完順序的特殊排列數與機率  
我們將上述 3 紅球、4 白球與 5 藍球的情況，推廣到一般 n種顏色的球。方便起見，

我 們 將 顏 色 用 編 號 表 示 。 令 編 號 i 的 球 數 為 ik ， 其 中 對 於 2 ,1,i n  ， 定 義

1 2i it k k k    。以下我們討論，依序抽球，滿足先取完球的順序為『 1 2 n   』

的特殊排列數。 

我們可依序下列步驟完成『滿足 1 2 n   的特殊排列數』： 

1. 將 1號球全取出，其餘號碼皆先取一顆，並將此 1 1k n  顆球依照號碼由小至大排列； 

2. 考 慮 剩 餘 的 2( 1)k  顆 2 號 球 ， 任 意 放 進 1t 顆 1號 球 的 1 1t  個 空 隙 中 ， 其 方 法 數 為

最後一顆為藍色3 4僅考慮 紅 白時

最後一顆是白色

4 3 4 8藍任意放進 紅 白的 個空隙中

q
w

e

r

8
4

11!
4!7!

H 

4 8
3 4

6! 11!
5 43!3! 4!7!( ) 12! 12! 12 7

3!4!5! 3!4!5!

H HP
 

    


紅 白 藍

3 3 4白任意放進 紅的 個空隙中

4
3

6!
3!3!

H 
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1

2

1
1

t
kH

 種； 

3. 考慮剩餘的 3( 1)k  顆 3 號球，任意放進 2t 顆 1 ~ 2 號球的 2 1t  個空隙中，其方法數

為 2

3

1
1

t
kH

 種； 

4. 依此類推，依序令 4 ~i n ，考慮剩餘的 ( 1)ik  顆 i號球，任意放進 1it  顆 1 ~ ( 1)i 

號球的 1 1it   個空隙中，其方法數為 1 1
1

i

i

t
kH  
 種。 

 
 

由上述方式可得滿足先取完球的順序為『 1 2 n   』的特殊排列數為： 

11 3 2 12

3 4 12

1 1 1 11 1
1 1 1 1 1 1

2

i n n

i n n

n
t t t tt t
k k k k k k

i

H H H H H H  



    
     



        

        3 12

2 1 3 2 1 2 1

( 1)! ( 1)! ( 1)!( 1)!
( 1)! ! ( 1)! ! ( 1)! ! ( 1)! !

n

n n

n

n n

t t tt
k k k t k t k t



 

  
    

   
  

此 nt 顆球的總排列數為
1 2

!
! ! !

n

n

t
k k k

，所以先取完球的順序為『 1 2 n   』的

機率為： 

1 1 3 12

2 12 3 2

1

1 2

2 1 2
1

1

! ! ! ( 1)! ( 1)! ( 1)! ! ! !( 1)!
! ( 1)! ! ( 1)! ! ( 1)! ! ( 1)! ! !

i

i

n
t n n
k

i n n n n

n

n n

nk k k t t t k k ktH
t k k k t k t k t t

 






  

  
      

       

1 2 3 1i- i 1n-  11 

2 2( 1)k 

3 3( 1)k 


i ( 1)ik 

n



n ( 1)nk 

1

2

1
1

t
kH



2

3

1
1

t
kH



1 1
1

i

i

t
kH  


1 1
1

n

n

t
kH  

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               2

2 2 1

1 1 1 1
1 n

n

n n

k k
t t t t 

 
     

  

               1

2 3

3 22

212

n
n n n i

in n in

k k k k kk
t t t t t t

 



        

 

先取完球指定順序的機率 

令編號為 i的球有 ik 顆，定義 1 2i it k k k    ，其中 2 ,1,i n  ，則： 

1. 先取完球的順序為『 1 2 n   』的特殊排列數為 1 1
1

2

i

i

n
t
k

i

H  



 ； 

2. 先取完球的順序為『 1 2 n   』的機率為
2

n
i

i i

k
t

 。 

 

伍、固定某編號先取完的機率  

今考慮 n種編號的球，編號為 i的球有 ik 顆，其中 2 ,1,i n  。定義一對一且映成函 

數 :{1, 2, } {1, 2, }, ,n n   ，可知序列  (1), (2), ( ), n   為 {1, 2, },n 的一個排列， 

在此亦稱函數 為集合 {1, 2, },n 的一個排列，因此函數 共有 !n 種不同的情形。若特別

指定 (1) 的值，則滿足條件的函數 共有 ( 1)!n  種不同的情形。對於固定的一個排列函

數 ，對任意 2 ,1,i n  ，定義 (1) (2) ( ),i it k k k      。 

對於 2 ,1,i n  ，今有編號為 i的球有 ik 顆，依序抽球，可知 1 號球先取完的機率可

依後續 2 ~ n號球先取完的不同順序進行分類，根據加法原理可知： 

 
,{1,2, }

(1) 1

(1 ) (1) (2) (3) ( )
n

P P n




   


    



為 的排列

且滿足

號球先取完  

 
{1,2, }

(1
,
) 1

1 (2) (3) ( )
n

P n




  


    



為 的排列

且滿足

 

2,

( )

{1,2, } ,
(1) 1

n

n

i

i i

k
t


 





 
   

 
 
為 的排列

且滿足

 

對 於 一 般 情 形 ， 考 慮 j 號 球 先 取 完 的 機 率 即 為

( )

{1,2, } 2 ,
1
,

( )

( )
n

n
i

i i
j

k
P j

t


 





 
   

 
 
為 的排列

且滿足

號球先取完 。 
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先取完球的機率 

若 函 數  為 集 合 {1, 2, },n 的 一 個 排 列 ， 則 定 義 (1) (2) ( ),i it k k k      。 考 慮

2 ,1,i n  ， 令 編 號 為 i 的 球 有 ik 顆 ， 依 序 取 球 ， 則 j 號 球 先 取 完 的 機 率 為

,

( )

{1,2, } 2 ,
(1)

n
i

i i
j

n

k
t


 





 
  
 

 
為 的排列

且滿足

。 

 

上述的機率結果，看似雖然符號看似較為抽象，但整體的形式簡單，背後蘊藏的道理

並不困難，在教學現場中可以讓有興趣的學生挑戰操作數學語言的能力。若要實際計算，

亦可翻譯為程式來執行運算過程。教學上若能引領學生走一回排列組合的大千世界，教學

相長，實為作為教育工作者之樂趣。 

 

陸、結語  
取完球問題在〈組合計數的方法兩則〉文章中，李政豐老師利用『排容原理』與『狄

摩根定律』兩定理求得『紅球先取完的不盡相異物排列數的機率』；而本文利用『重複組

合』的概念，透過簡易的例子說明，將特殊排列數計算出來，再進一步看所佔全體排列數

的比例得其機率，嘗試增加袋中的顏色數與球數，用相同的運算思維求某顏色球先取完的

機率，觀察出運算過程中重複組合連乘的規律，進而整理並推導得一般化的機率公式。本

文提供讀者使用不同的觀點解決問題，教師也能在教學現場做適當的補充，說明其機率背

後的來由與計算過程的巧妙之處，讓學生不單單只記憶公式結果，而是增強學生對數學的

理解與推理，啟發學生在組合與機率上的認知。 
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