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三角形三內角的正弦數值 
均為有理數值的整數邊長 ABC  

李輝濱  
嘉義市私立輔仁中學退休教師  

壹、緒論  
三角形性質和三角函數對長度和角度的尋求在科學應用上是有舉足輕重作用，尤其在

導航、工程學、導引飛彈等的精密設計用途。正弦定理與餘弦定理是理解三角形邊角關係

內涵的兩大基本知識工具，亦是解三角函數題型的應用樞紐。一般而言，討論三角形時都

是以整數邊長的三角形為多；幸運的是這類三角形各內角餘弦值皆是有理數，反之，其各

內角正弦值卻可能皆是有理數，或可能皆是無理數，或可能部份無理數。於此，要深入理

解 各 內 角 正 弦 值 皆 是 有 理 數 情 況 ， 特 來 探 索 CBA sinsinsin  為 有 理 數 值 的 整 數 邊 長

ABC 之各邊長 a , b , c關係。  

畢氏三元數組  ( a , b , c )，其關係式為 
222 cba   且  a > b > c  或  a> c > b  ， cb 

> a  。此處研究要多方應用畢氏三元數的生成公式。文獻也參考了費馬從解析幾何的單位

圓觀點而得出的公式組 (黃文達 )，或歐幾里得應用幾何相似形與單位圓結合的概念而得出

的同一公式組一樣 (蔡聰明 )。 

 

貳、預備知識  
引理 1. 正弦定理與餘弦定理：  

正弦定理： ABC 之各邊長  a , b , c  ，圖 1.，則 
A
a

sin


B
b

sin
R

C
c 2

sin
  ，  

R為 ABC 的外接圓半徑。     

 
圖 1. 

餘弦定理：圖 1. ABC 中有   Abccba cos2222   關係式，也可寫成下式； 

                        
bc

acbA
2
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222 
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引理 2. 本原畢氏三元數組  ( a , b , c )，
222 cba   ；其生成公式： 

a = 22 vu   ， b = 22 vu   ， c = uv2  或  a = 22 vu   ， b = uv2  ， c = 22 vu  ， 

u > v， u與 v皆為正整數。  

再取 a = )( 22 vun   ， b = )( 22 vun   或  uvn 2  ， c = uvn 2  或  )( 22 vun  ， 

    u > v，  n為正整數， u與 v互質，此為三元數組的完全生成公式通解。 

三元數組的完全生成公式通解則恰好窮盡滿足了 
222 cba   正整數解。  

 

參、本文  
A. 探討 Asin 、 Bsin 、 Csin 為有理數值的整數邊長 ABC 之各邊長  a , b , c  關係  首先

來描述  ABC 的  CBA sinsinsin    與各整數邊長  a  , b  , c   關係；由引理 1.餘弦

定理與  A2sin = 1  A2cos  相互連結關係，作聯立運算，得  

A2sin = 1   2
222

2bc
acb 

=  1  
bc

acb
2

222   1 + 
bc

acb
2

222 
 

=  22/1 bc [ 22 )( cba  ][ 22)( acb  ] 

= 
2

2
1







bc

( acb  )( bac  )( cba  )( cba  )       

Asin = 
bc2
1 ))()()(( cbacbabacacb   ，由正弦定理： 

A
a

sin


B
b

sin C
c

sin

的邊長與角度關係，再得出 Bsin = 
ca2
1 ))()()(( cbacbabacacb     與  

      Csin = 
ab2
1 ))()()(( cbacbabacacb   

因此， CBA sinsinsin  = 
abc
cba

2
)( 

))()()(( cbacbabacacb         (1) 

這裡可看出； CBA sinsinsin  要成為有理數就必須使根號 內的 4 項連乘積式化

成完全平方式。找到配合的關鍵要素，即能達成完全平方式效果。  
 

B. 設 ABC 的 3 整數邊長關係為  cba   且  cb  > a  。探討有理數情形如下；  

[1] 若 ABC 為正三角形，即  cba  ，則  
2

33sinsinsin  CBA  ，結果的數值不

合，即任意正三角形都不能使  CBA sinsinsin  成為有理數。 

[2] 若 ABC 為等腰三角形，即  [ a , b , b ]型，或  [ a , a , c ]型，下列分別敘述討論。 

(2a) 尋找  [ a , b , b ]型條件下的第 1 類整數邊長等腰三角形： a與 b 互質。 

(2a-1) 當 cb  ，則 ( acb  )( bac  )( cba  )( cba  ) = ( ab 2 )( a )( a )( ba 2 ) =
2a ( ab 2 )( ba 2 ) ，取 ( ab 2 )( ba 2 ) = 2t   222 )2/()2/( tab   且 ta  ，
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得 ( b  ,
2
a

 ,
2
t

 ) 為畢氏三元數組，且 b  ,
2
a

 ,
2
t

三者互質，所以  b  = 22 vu    ， a  =

uv4 或 2( 22 vu  ) ，t=2( 22 vu  )或 uv4 ，可得 3 邊長分別為 uv4 或 2( 22 vu  )，
22 vu  ，

22 vu  結構的等腰三角形， u > v， u與 v皆為正整數， u與 v互質，

而其 CBA sinsinsin   必為有理數。 

(2a-2) 同時， Bsin  = Csin  = 
22

22

vu
vu




  且  Asin  = )2sin( B  = B2sin  = 2
22

22

vu
vu




22
2
vu
uv


  

=
222

22

)(
)(4

vu
vuuv




，可得 CBA sinsinsin  =
222

22

)(
)(4

vu
vuuv




22

22

2
vu
vu




  

= 
222

222

)(
))((2

vu
vuvu


  。  

(2a-3) 例如取  u =2， v =1，得  3 邊長為  8, 5, 5 或  6, 5, 5 的等腰三角形，而其 3 內

角的 Bsin = Csin =
5
3

， Asin =
25
24  ， CBA sinsinsin  =

25
54

，圖形結構如下圖

4.。這種 [ a , b , b ]配置型的是邊長具整數分佈的第 1 類等腰三角形，其 3 邊

長排列為   uv4 ，
22 vu  ，

22 vu   或  2( 22 vu  )， 22 vu  ，
22 vu  。  

        
圖 4 

[24, 13, 13]、 [48, 25, 25]、 [30, 17, 17]、 [70, 37, 37]、等都是此類等腰三角

形。  

(2b) 尋找  [ a , a , c ]型條件下的第 2 類等腰三角形： a與 c互質。  
(2b-1) 當  ba  ，則 ( acb  )( bac  )( cba  )( cba  ) =( c )( c) ( ca 2 ) ( ca2 ) 

= 2c  ( ca 2  ) ( ca2  ) ， 取  ( ca 2  ) ( ca2  ) = 2s     222 )2/()2/( csa    且

sc  ，得 ( a ,
2
s

,
2
c

) 為畢氏三元數組， a ,
2
s

,
2
c

三者互質，所以  a = 22 vu   ，  

s = uv4 或 2( 22 vu  )，c =2( 22 vu  )或 uv4 ，可得 3 邊長分別為  22 vu  ，
22 vu  ，

2( 22 vu   )或 uv4   配置結構的等腰三角形， u  > v， u與 v皆為正整數且互質，

而其 CBA sinsinsin   必為有理數。  

(2b-2) 同 時 ， Bsin  = Asin  = 
22

2
vu
uv


  且  Csin  = )2sin( B  = B2sin  = 2
22

22

vu
vu




22
2
vu
uv


  

=
222

22

)(
)(4

vu
vuuv




，可得 CBA sinsinsin  = 
 22

4
vu
uv

222

22

)(
)(4

vu
vuuv


 = 

222

3

)(
8
vu
vu


 的有

理數。 

(2b-3) 例如：取  u =3， v =2，得  3 邊長為  13, 13, 10 的等腰三角形，而另一組以 13, 
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13, 24 配置的等腰三角形則屬於第 1 類等腰三角形。所以，這 [ a , a , c ]型搭

配組合的是邊長為整數分佈的第 2 類等腰三角形，其 3 邊長依序由大而小排

列為   22 vu  ，
22 vu  ，2( 22 vu  )  或   22 vu  ，

22 vu  ， uv4 。  

[25, 25, 14]、 [17, 17, 16]、 [37, 37, 24]、 [61, 61, 22]、等都是此類等腰三角

形。  

      

圖 5 

        
圖 6. 

 

(2c) 圖 5.、6.分別表明第 1、2 類等腰三角形各邊長生成公式，毎一個等腰三角形

都恰由 2 個全等的畢氏數直角三角形左右對拼而成，是特定型等腰三角形。 

第 1 類等腰三角形還需擴充為正整數  n倍的邊長生成公式，其 3 邊長排列型

態 為  nuv4 ， )( 22 vun  ， )( 22 vun    或    2 n  ( 22 vu   ) ， )( 22 vun  ，

)( 22 vun  。如若等腰邊長不限於整數，則還能推廣至有理數邊長生成公式，

其 3 邊 長 排 列 型 為  ruv4 ， )( 22 vur  ， )( 22 vur    或    2 r  ( 22 vu   )，

)( 22 vur  ， )( 22 vur  ， r為正有理數。 

同理，第 2 類等腰三角形的擴充型正整數  n倍的邊長生成公式為下列型式； 

 )( 22 vun  ， )( 22 vun  ，2 n ( 22 vu  ) 或  )( 22 vun  ， )( 22 vun  ， nuv4 。
甚至還能推廣至有理數邊長生成公式，其 3 邊長排列型為  

 )( 22 vur  ， )( 22 vur  ，2 r ( 22 vu  ) 或  )( 22 vur  ， )( 22 vur  ， ruv4 ，
r為正有理數。 

[3] 若 ABC 為 3 邊不等的三角形，即  cba  ，或  bca   且  cb  > a  。 

 

引理 3.：若整數邊長 ABC 為 3 邊長  a , b , c各不相等的三角形，當 
222 cba   ，則 

CBA sinsinsin   必成為有理數。  

[證明 ]：略。  

[4] 若 ABC 為 3 邊不等且非直角的三角形，邊長為  a , b , c， cba   且  222 cba   。 
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(4a) 尋找各邊長皆不相等的非直角三角形，第 1 類型生成公式：  

 

圖 7 
(4a-1) 圖 7.為 3 邊不等的 ABC ，若頂角 B = ，頂角 C =  ，A = )(   ，

    ， 而 假 設

1

1sin
a
c

 且
2

1
2

1
2

1 cba  ， 又 有

2

2sin
a
c

 且
2

2
2

2
2

2 cba  ，

21 aa  ， 1a , 1b , 1c  與  2a , 2b , 2c  皆為正整數。( 1a , 1b , 1c )與  ( 2a , 2b , 2c )皆為畢氏

三元數組。則得   sincoscossin)sin(sinA  
21

2121

aa
cbbc 

，所以，

得 ABC 的 3 邊長  a : b : c = Asin  : Bsin  : Csin  =
21

2121

aa
cbbc 

 : 
1

1

a
c

 : 
2

2

a
c

= 

( 2121 cbbc  ) : 21ac  : 12ac ，再得到 3 邊長各自為  a = )( 2121 cbbck   ， b = 

21akc  ， c = 12akc   。  
(4a-2) 將 a  , b  , c三者同時一起代入 ( acb   )( bac   )( cba   )( cba   ) 式中，得

( acb   )( bac   )( cba   )( cba   )= 4k  ( 21ac  + 12ac 2121 cbbc   )( 12ac
 2121 cbbc 21ac  )(  2121 cbbc 21ac 12ac  )(  2121 cbbc 21ac 12ac  )= 4k

[ )()( 112221 bacbac   ][ )()( 221112 bacbac   ][ )()( 112221 bacbac   ]
)()([ 112221 bacbac  ] 

= 4k [ ))(()( 112221
2

2
2

2
2

1 babaccbac  )( 2
1

2
1

2
2 bac  ]  

)())(([ 2
1

2
1

2
2221121 bacbabacc   )( 2

2
2

2
2

1 bac )( 1121 bacc  )( 22 ba  ] 

= 4k [2 2
2

2
1 cc 2 )( 212121 bbaacc  ][2 )( 212121 bbaacc  2

2
2

12 cc ] 

= 4 4k 2
2

2
1 cc [ 21cc + 2121 bbaa  ][ 2121 bbaa  21cc ] 

= 4 4k 2
2

2
1 cc  [  21

2
21 ()( bbaa 2

21 )cc  ] = 4 4k 2
2

2
1 cc  [ )( 2

1
2

1 cb  )( 2
2

2
2 cb 

 21( bb 2
21 )cc ] 

= 4 4k 2
2

2
1 cc 21( cb 2

21 )bc  = [2 2k 21cc 21( cb 2
21 )]bc  成為完全平方式。 

(4a-3) 再代入  (1)式知   CBA sinsinsin   必為有理數。因此，得知各邊長皆不相

等的非直角三角形，要使得 CBA sinsinsin   必為有理數，其第 1 類型生

成公式為； [ a = )( 2121 cbbck   ， b = 21akc  ， c = 12akc ] 。 k 為正整數。此

處特別的三元數組  ( 1a , 1b , 1c ) 與  ( 2a , 2b , 2c ) 皆為畢氏三元數組。最後再將這

個第 1 類型生成公式組  [ a , b , c ] 直接代入方程式  (1)式中，計算後得到所求

出的有理數值為  CBA sinsinsin  = 
21

12212121 )(
aa

acaccbbc 
 

例 1： 取 ( 1a , 1b , 1c )=(5, 4, 3)， ( 2a , 2b , 2c )=(13, 12, 5)，則  a = )( 2121 cbbck  =56 k ，

b = 21akc =39 k ， c = 12akc =25 k  。得整數邊長為  [ 56 k ,39 k ,25 k  ] 的三角
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形。而其有理數值為  CBA sinsinsin  = 
21

12212121 )(
aa

acaccbbc 
= 

13
24

 

例 2： 取 ( 1a , 1b , 1c )=(13, 12, 5)， ( 2a , 2b , 2c )=(17, 15, 8)，代入第 1 類型生成公式，得

整數邊長  為  [ 171 k ,85 k ,104 k  ] 的三角形。而其 CBA sinsinsin  = 
221
360

 

(4b) 尋找各邊長皆不相等的非直角三角形，第 2 類型生成公式： 

 

 
圖 8 

(4b-1) 圖 8.，若頂角 B =   ，頂角 C =  ，A =   ，    ，而假設

1

1sin
a
c



且
2

1
2

1
2

1 cba  ，又有

2

2sin
a
c

 且
2

2
2

2
2

2 cba  ，

2

2

1

1

b
c

b
c
 ， 1a , 1b , 1c  與  2a , 2b ,

2c   皆 為 正 整 數 。 ( 1a  , 1b  , 1c  ) 與  ( 2a  , 2b  , 2c  ) 皆 為 畢 氏 三 元 數 組 。 則  Asin  =

)sin(   =
1

1

a
c

 ， Bsin = )sin(   =   sincoscossin
21

2121

aa
cbbc 

 ， Csin

=
2

2

a
c

。得 ABC 的 3 邊長 a : b : c = Asin  : Bsin  : Csin  = 
1

1

a
c

: 
21

2121

aa
cbbc 

 : 

2

2

a
c

= 21ac  : ( 2121 cbbc  ) : 12ac ，再得 3 邊長各自為 a = 21akc  ， 

b = )( 2121 cbbck   ， c = 12akc  且 2121 cbbc  。  

(4b-2) 將 a  , b  , c三者同時一起代入 ( acb   )( bac   )( cba   )( cba   ) 式中，仿

效 (4a-2) 節 的 全 部 運 算 過 程 ， 詳 細 計 算 後 必 會 得 到 下 列 完 全 平 方 式 ；

( acb  )( bac  )( cba  )( cba  )= 4 4k 2
2

2
1 cc 21( cb 2

21 )bc  

(4b-3) 再代入  (1)式知   CBA sinsinsin   必為有理數。證明出這第 2 類型生成公

式組  [ a , b , c ] 為  [ a = 21akc  ， b = )( 2121 cbbck   ， c = 12akc ] 。 k 為正整

數 。 這 第 2 類 型 三 角 形 的 有 理 數 值 為  CBA sinsinsin   = 

21

12212121 )(
aa

acaccbbc 
，且 2121 cbbc  。此處的三元數組  ( 1a , 1b , 1c ) 與  ( 2a ,

2b , 2c ) 皆為畢氏三元數組。  

例 1： 取  ( 1a  , 1b  , 1c  )=(5, 4, 3)， ( 2a  , 2b  , 2c  )=(13, 12, 5)， 則  a  = 21akc  =39 k ， b  = 

)( 2121 cbbck  =16 k，c = 12akc =25 k  。得整數邊長為  [ 39 k ,16 k ,25 k  ] 的三
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角形。而其有理數值為   CBA sinsinsin  = 
21

12212121 )(
aa

acaccbbc 
= 

13
16

 

例 2：取 ( 1a , 1b , 1c )=(13, 12, 5)， ( 2a , 2b , 2c )=(25, 24, 7)，代入第 2 類型生成公式，得

整數邊長為  [ 125 k ,36 k ,91 k  ] 的三角形。而其  CBA sinsinsin  = 
325
252

 

例 3：取 ( 1a , 1b , 1c )=(17, 15, 8)， ( 2a , 2b , 2c )=(13, 12, 5)，代入第 2 類型生成公式，得

整數邊長為  [ 104 k ,21 k ,85 k  ] 的三角形。而其  CBA sinsinsin  = 
221
210

 

(4c). 尋找各邊長皆不相等的非直角三角形，第 3 類型生成公式： 

 

圖 9. 
 

(4c-1) 圖 9. ，若頂角 B = ，頂角 C =  ， A = )(   ，    ，而假設

1

1sin
a
c

 且
2

1
2

1
2

1 cba  ，又另有
2

2sin
a
b

 且
2

2
2

2
2

2 cba  ， 21 aa  ， 1a , 1b , 

1c  與  2a , 2b , 2c  皆為正整數。且 ( 1a , 1b , 1c )與  ( 2a , 2b , 2c )皆為畢氏三元數組。

由對稱性，將  ( 1a  , 1b  , 1c  )與  ( 2a  , 2b  , 2c  )換成  ( 1a  , 1b  , 1c  )與  ( 2a  , 2c  , 2b  )可得出與

第一類型具相同性質，但不同結果，則得  

  sincoscossin)sin(sinA  
21

2121

aa
bbcc 

 ，所以，可得 ABC 的

3 邊 長  a  : b  : c  = Asin   : Bsin   : Csin   =
21

2121

aa
bbcc 

  : 
1

1

a
c

  : 
2

2

a
b

 = 

( 2121 bbcc  ) : 21ac  : 12ab  ，得 a = )( 2121 bbcck   ，b = 21akc  ，c = 12akb  。  

(4c-2) 將 a  , b  , c三者同時一起代入 ( acb   )( bac   )( cba   )( cba   ) 式中，再

仿 效 (4a-2) 節 的 全 部 運 算 過 程 ， 詳 細 計 算 後 必 會 得 到 下 列 完 全 平 方 式 ；

( acb  )( bac  )( cba  )( cba  )= 4 4k 2
2

2
1 bc 21( cc 2

21 )bb  

(4c-3) 再代入  (1)式知   CBA sinsinsin   必為有理數。證明出這第 3 類型生成公

式組  [ a , b , c ] 為  [ a = )( 2121 bbcck   ，b = 21akc  ，c = 12akb ] 。k 為正整數。

這 第 3 類 型 三 角 形 的 有 理 數 值 為  CBA sinsinsin   = 

21

12212121 )(
aa

abacbbcc 
，此處的三元數組  ( 1a , 1b , 1c ) 與  ( 2a , 2b , 2c ) 皆為畢

氏三元數組。 
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例 1：取 ( 1a , 1b , 1c )=(5, 4, 3)， ( 2a , 2b , 2c )=(13, 12, 5)，則   a = )( 2121 bbcck  =63 k ，

b = 21akc =39 k ， c = 12akb =60 k  。得整數邊長為  [ 63 k ,39 k ,60 k  ] 的三角

形，化簡得  [ 21 k ,13 k ,20 k  ] 的三角形。此情況的證明顯示了與前述相同條

件 (4a). 節 例 1. 所 規 範 出 的 結 果 恰 好 完 全 相 異 ， 而 再 計 算 其 有 理 數 值 為   

CBA sinsinsin  = 
21

12212121 )(
aa

abacbbcc 
= 

65
162

 < 
2
5

 < 
2
33

  。 

例 2：取 ( 1a , 1b , 1c )=(5, 4, 3)， ( 2a , 2b , 2c )=(41, 40, 9)，則  a = )( 2121 bbcck  =187 k ， b

= 21akc =123 k，c = 12akb =200 k  。得整數邊長為  [ 187 k ,123 k ,200 k  ] 的三

角形。而其有理數值為 CBA sinsinsin  = 
21

12212121 )(
aa

abacbbcc 
= 

41
102

  

例 3：取 ( 1a , 1b , 1c )=(13, 12, 5)，( 2a , 2b , 2c )=(25, 24, 7)，代入第 3 類型生成公式，得整

數邊長為 [ 323 k ,125 k ,312 k  ] 的三角形。而其 CBA sinsinsin  = 
65

152
 

(4d) 尋找各邊長皆不相等的非直角三角形，第 4 類型生成公式： 

 
圖 10. 

(4d-1) 圖 10.，若頂角 B =   ，頂角 C =  ，A =   ，    ，而假設

1

1sin
a
c

  

且  2
1

2
1

2
1 cba    ，又有   

2

2sin
a
b

   且  2
2

2
2

2
2 cba   ，  ( 1a  , 1b  , 1c  )與  ( 2a  ,

2b , 2c )皆為畢氏三元數組。則 Asin = )sin(   = sin =
2

2

a
b

 ， Bsin = )sin(  

=   sincoscossin
21

2121

aa
ccbb 

 ， Csin =
1

1

a
c

 。所以，可得 ABC 的 3 邊

長 a  : b  : c  = Asin   : Bsin   : Csin   = 
2

2

a
b

 : 
21

2121

aa
ccbb 

  : 
1

1

a
c

 = 12ab   : 

( 2121 ccbb  ) : 21ac ，再得 3 邊長各自為 a = 12akb  ， b = )( 2121 ccbbk   ， c
= 21akc  且 2121 ccbb  。  

(4d-2) 將 a  , b  , c三者同時一起代入 ( acb   )( bac   )( cba   )( cba   ) 式中，再

仿 效 (4a-2) 節 的 全 部 運 算 過 程 ， 詳 細 計 算 後 必 會 得 到 下 列 完 全 平 方 式 ；

( acb  )( bac  )( cba  )( cba  )= 4 4k 2
2

2
1 bc

2
2121 )( ccbb   

(4d-3) 再代入  (1)式知   CBA sinsinsin   必為有理數。證明出這第 4 類型生成公

式組  [ a , b , c ] 為  [ a = 12akb  ，b = )( 2121 ccbbk   ，c = 21akc ] 。k 為正整數。
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這 第 4 類 型 三 角 形 的 有 理 數 值 為 CBA sinsinsin   = 

21

12212121 )(
aa

abacccbb 
，且 2121 ccbb  。此處的三元數組  ( 1a , 1b , 1c ) 與  ( 2a ,

2b , 2c ) 皆為畢氏三元數組。 

例 1：取 ( 1a , 1b , 1c )=(13, 12, 5)， ( 2a , 2b , 2c )=(29, 21, 20)，則  a = 12akb = 273 k ， b = 

)( 2121 ccbbk  = 152 k， c = 21akc = 145 k。得整數邊長為 [ 273 k ,152 k ,145 k  ]的

三角形。而其有理數值為 CBA sinsinsin  =
21

12212121 )(
aa

abacccbb 
=

377
570

 

例 2：取 ( 1a , 1b , 1c )=(17, 15, 8)，( 2a , 2b , 2c )=(37, 35, 12)，代入第 4 類型生成公式，得

整數邊長為 [ 595 k ,429 k ,296 k  ]的三角形。而其 CBA sinsinsin  = 
629

1320
 

例 3：取 ( 1a , 1b , 1c )=(61, 60, 11)，( 2a , 2b , 2c )=(17, 15, 8)，代入第 4 類型生成公式，得

整數邊長為 [ 915 k ,812 k ,187 k  ]的三角形。而其 CBA sinsinsin  = 
1037
1914

 

例 4：若取 ( 1a , 1b , 1c )=(17, 15, 8)， ( 2a , 2b , 2c )=(61, 60, 11)，代入第 4 類型生成公式，

得整數邊長為 [ 1020 k ,812 k ,488 k  ]的三角形，其 CBA sinsinsin  = 
1037
2320

 

※將 [ 1020 k ,812 k ,488 k  ]再化簡成  [ 255 k ,203 k ,122 k  ] 的新三角形。化簡後新三角

形有理數仍為 CBA sinsinsin  = 
1037
2320

 。當 [ a , b , c ]有公因數就化簡。 

C. 整 數 邊 長 ABC 的 各 邊 長 為  a  , b  , c， cba   且  
222 cba  ，

222 acb  ，

222 bac  ，當其 CBA sinsinsin   恰為有理數時，探討此非直角三角形的 3 整

數邊長其另類生成公式型態，情形如下： 首先再提出下列引理 4.性質  ； 

 

引理 4.：給定 3 個正整數 x、 y 與 w，當  2wyx   且  1 yx ，則  x = yk 2  ， k 為

大於 1 的正整數或最簡約有理數。 

[證明]：  

(a) 由  









y
w

y
x 2

y  =
2

2

y
w  > 1 ，並將 k

y
w
  約去公因數，化簡成  

p
q

。當然，化簡

後，會有 1p  的情況出現或 q 與 p為互質的正整數等 2 種情形。   

(b) 由 (a)得 2k
y
x
 > 1，故 x = yk 2  ， k 為大於 1 的正整數或最簡約有理數。  
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[C-1] 由  (1)式知， ( acb  )( bac  )( cba  )( cba  ) 必為完全平方數，可得其

中 一 個 組 合 為  ( acb   )( bac   )( cba   )( cba   ) = 
[ 22)( acb   ][ 22 )( cba   ] 。 同 時 ， 因 為   ( bac   )( cba   )   

( acb  )( cba  ) = [ 22 )( cba  ]  [ 22)( acb  ] = 2 2a 2 2b 2 2c = 0h  ，可

能的情形是： 0h  或  0h  ，詳情分別敘述如下； 

[1] 考慮  [ 22 )( cba   ]   [ 22)( acb   ] = 0h   情形， [ 22 )( cba   ] > [ 22)( acb   ]；因 

( acb   ) 、 ( bac   ) 、 ( cba   ) 、 ( cba   ) 皆 各 為 正 整 數 ， 得  [ 22 )( cba   ] 與  

[ 22)( acb   ] 也 各 為 正 整 數 且 兩 者 相 乘 積 為 完 全 平 方 數 ， 今 應 用 引 理 4.的 性 質 而 取 定  

[ 22 )( cba  ] = 2k [ 22)( acb  ] ， 1k ， k 為正整數或最簡約有理數。現在將等號兩側

各自展開，得   
222 2 cbcba   = 2k [ 222 2 acbcb  ]    ( 2k +1) 2a = ( 2k +1) 2b + ( 2k

+1) 2c + 2( 2k 1) bc     2a = 2b + 2c + bc
k
k 2

1
1

2

2





   2a = 2b + 2c + bc
k

2
1

21 2 








   

 
2a =

1
4)( 2

2



k
bccb    。 a , b , c  未必要互質。接著，透過觀察並作各種實際演算試

驗而歸納出延續推理的關鍵要素；再設定 mkb  )1( 2   ，則 
2a  = mccmk 4])1[( 22   

= ( 2k  +1 22) m  2( 2k  +1) mc + 2c  4 mc  = 4 22mk  + 22 ])1[( cmk        2a  = 2)2( km   + 
22 ])1[( cmk   ，m為正整數，此刻，可清楚察覺意識到 a、 km2 、 ])1[( 2 cmk   三者

恰為畢氏三元數，而且 a、 km2 、 ])1[( 2 cmk   三者也是未必要互質。設此三數的最大

公因數為 r，則存在正整數 u , v， u與 v互質  且  u > v。使得 (a) a  = r  ( 22 vu   ) ，

km2 = uv2 r， ])1[( 2 cmk  = r ( 22 vu  ) ；則  
k
uvm  r     得  uv

k
kmkb 1)1(

2
2 



r   且  c = r ( 22 vu  )  mk )1( 2   = r ( 22 vu  )  uv
k

k 12  r  ，因而得到第 1 組  [ a , b ,

c ] 生成公式： 

(i)  a = r ( 22 vu  ) ， ruv
k

kb 



12

  ， c = r ( 22 vu  )  uv
k

k 12  r   ，u > v，u與 v皆

為正整數， 1k ， k 為正整數或最簡約有理數。 此處注意：因 b 與 c皆為正整數，故若

k 為正整數時， nkruv  ， n為正整數且需要遵守 cba   。若 k 為最簡約有 

理數時，
p
qk  ，則 npqruv  ， n為正整數且也需要遵守 cba  。 

例 1：  取  r =1， 2/3k ，得  (i)  a = 22 vu   ， uvb
6

13
  ， c = 22 vu   uv

6
5  

(ii)  a = 22 vu   ，   )(
12
13 22 vub   ，  c = uv2  )(

12
5 22 vu   ， 

取  ( u , v )=(6, 1)，由 (i) 得  [ a , b , c ]=[37,13 ,30] ， CBA sinsinsin  = 960/481 

   ( u , v )=(4, 2)，由 (ii) 得  [ a , b , c ]=[20,13 ,11] ， CBA sinsinsin  = 132/65 
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(ii)  a = 22 vu   ，   )(
12
13 22 vub   ，  c = uv2  )(

12
5 22 vu   ， 

取  ( u , v )=(6, 1)，由 (i) 得  [ a , b , c ]=[37,13 ,30] ， CBA sinsinsin  = 960/481 

   ( u , v )=(4, 2)，由 (ii) 得  [ a , b , c ]=[20,13 ,11] ， CBA sinsinsin  = 132/65 

例 2：  取  r =1， 3/4k ，得  (i)  a = 22 vu   ， uvb
12
25

  ， c = 22 vu   uv
12
7  

(ii)  a = 22 vu   ，   )(
24
25 22 vub   ，  c = uv2  )(

24
7 22 vu   

取  ( u , v )=(12, 1)，由 (i) 得  [ a , b , c ]=[145,25 ,136]， CBA sinsinsin  = 7344/3625 

   ( u , v )=(5, 1)，由 (ii) 得  [ a , b , c ]=[26,25 ,3] ， CBA sinsinsin  = 648/325 

例 3：  取  r =1， 2k ，得  (i)  a = 22 vu   ， uvb
2
5

  ， c = 22 vu   uv
2
3  

 (ii)  a = 22 vu   ，   )(
4
5 22 vub   ，  c = uv2  )(

4
3 22 vu   ，  

取  ( u , v )=(4, 1)，由 (i) 得  [ a , b , c ]=[17,10 ,9] ， CBA sinsinsin  = 144/85 

   ( u , v )=(4, 2)，由 (ii) 得  [ a , b , c ]=[20,15 ,7] ， CBA sinsinsin  = 42/25 

( u , v )=(5, 2)，由 (i) 得  [ a , b , c ]=[29,25 ,6] ， CBA sinsinsin  = 48/29 

( u , v )=(6, 4)，由 (ii) 得  [ a , b , c ]=[52,25 ,33] ， CBA sinsinsin  = 22/13 

( u , v )=(6, 1)，由 (i) 得  [ a , b , c ]=[37,15 ,26] ， CBA sinsinsin  = 312/185 

… …，如此，可持續尋覓出更多的相異邊長 [ a , b , c ]組，而其中前 3 組；[17,10 ,9]、

[20,15 ,7]、 [29,25 ,6]等 3 個三角形其各自的周長與其面積皆有相等整數值。  

例 4：  取  r =1， 3k ，得  (i)  a = 22 vu   ， uvb
3

10
  ， c = 22 vu   uv

3
8  

 (ii)  a = 22 vu   ，   )(
3
5 22 vub   ，  c = uv2  )(

3
4 22 vu   ， u  2k  5 

取  ( u , v )=(5, 4)，由 (ii) 得  [ a , b , c ]=[41,15 ,28] ， CBA sinsinsin  = 252/205 

   ( u , v )=(6, 1)，由 (i) 得  [ a , b , c ]=[37,20 ,19] ， CBA sinsinsin  = 228/185 

( u , v )=(7, 4)，由 (ii) 得  [ a , b , c ]=[65,55 ,12] ， CBA sinsinsin  = 396/325 

( u , v )=(8, 5)，由 (ii) 得  [ a , b , c ]=[89,65 ,28] ， CBA sinsinsin  = 546/445 

( u , v )=(8, 7)，由 (ii) 得  [ a , b , c ]=[113,25 ,92] ， CBA sinsinsin  = 69/904 

( u , v )=(9, 1)，由 (i) 得  [ a , b , c ]=[82,30 ,56] ， CBA sinsinsin  = 252/205 

( u , v )=(9, 2)，由 (i) 得  [ a , b , c ]=[85,60 ,29] ， CBA sinsinsin  = 522/425 

… … …   

持續取  4k 、5、… 或 5/3、5/4、…等可永續生成更多的相異邊長 [ a , b , c ]組。  
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[2] 考慮  [ 22 )( cba  ]  [ 22)( acb  ] = 0h  情形， [ 22 )( cba  ] < [ 22)( acb  ]；  

設定   2k [ 22 )( cba  ] = [ 22)( acb  ] ， k 為大於 1 的正整數或最簡約有理數。展開運算

後，得；
2a  =

1
4)( 2

2



k
bccb    。同樣地，設定 mkb  )1( 2   ，再代入運算，整理後，

得
2a = 2)2( km  + 22 ])1[( cmk   ，此刻，再清楚察覺意識到 a、 km2 、 ])1[( 2 cmk   三

者恰為畢氏三元數，於是；令 r為正整數。  

(a) 令 a = r ( 22 vu  ) ， km2 = uv2 r， ])1[( 2 cmk  = r ( 22 vu  ) ；則  
k
uvm  r     得   

uv
k

kmkb 1)1(
2

2 
 r     且  c  = mk )1( 2   r  ( 22 vu   ) = uv

k
k 12  r  r  

( 22 vu  ) ，因而得到第 3 組  [ a , b , c ] 生成公式：  

(iii)  a = r ( 22 vu  ) ， uv
k

kb 12 
 r  ， c = r [ uv

k
k 12   22 vu  ]   ， u > v， u與 v

皆為正整數且 k 為大於 1 的正整數或最簡約有理數。 此處注意：k 為正整數時，r nkuv  ，

n為正整數且需要遵守  cba   。 k 為最簡約有理數時，
p
qk  ，則 r npquv  ， n

為正整數且也需要遵守  cba   。 

(b) 再令  a = r ( 22 vu  ) ， km2 = r ( 22 vu  ) ， ])1[( 2 cmk  = uv2 r  ；則  r
k
vum

2

22 
   

  得  rvu
k

kb 


 )(
2

1 22
2

 ， c = r [ )(
2

1 22
2

vu
k

k


  uv2 ] ，得第 4 組  [ a , b , c ]生成

公式：  

(iv)  a = r ( 22 vu  ) ， rvu
k

kb 


 )(
2

1 22
2

 ，  c = r [ )(
2

1 22
2

vu
k

k


  uv2 ]  ， 

u > v， u與 v皆為正整數且 k 為大於 1 的正整數或最簡約有理數。此處注意： k 為正整

數 時 ， nkrvu 2)( 22  ， n為 正 整 數 且 需 要 遵 守  cba    。 k 為 最 簡 約 有 理 數 時 ，

p
qk  ，則 npqrvu 2)( 22  ， n為正整數且也需要遵守 cba   。 

 

例 7：取  r =1， 2k ，得  (iii)  a = 22 vu   ， uvb
2
5

  ， c = uv
2
3  22 vu   

(iv)  a = 22 vu   ，   )(
4
5 22 vub   ，  c = )(

4
3 22 vu   uv2  ， u  1k  3 

取  ( u , v )=(3, 2)，由 (iii) 得  [ a , b , c ]=[13,15 ,4] ， CBA sinsinsin  = 384/195 

   ( u , v )=(4, 3)，由 (iii) 得  [ a , b , c ]=[25,30 ,11] ， CBA sinsinsin  = 264/125 
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( u , v )=(5, 4)，由 (iii) 得  [ a , b , c ]=[41,50 ,21] ， CBA sinsinsin  = 448/205 

由 (iii)， ( u , v )=(6, 5)得  [ a , b , c ]=[61,75 ,34] ， CBA sinsinsin  = 136/61 

   ( u , v )=(7, 4)得  [ a , b , c ]=[65,70 ,9] ， CBA sinsinsin  = 576/325 

   ( u  , v  )=(7, 6)得  [ a  , b  , c  ]=[85,105 ,50]， 約 去 公 因 數 ， 得 [ a  , b  , c  ]=[17,21 ,10]。 其

CBA sinsinsin  = 192/85 。  

   ( u , v )=(8, 5)得  [ a , b , c ]=[89,100 ,21] ， CBA sinsinsin  = 168/89 。 

由 (iv)， ( u , v )=(5, 1)得 [ a , b , c ]=[26,30 ,8]，約去公因數，得 [ a , b , c ]=[13,15 ,4]。其 

CBA sinsinsin   = 384/195 。 略去許 多 [ a  , b  , c  ]有公因 數者，而當 ( u  , v  )=(8, 2) 得  

[ a , b , c ]=[68,75 ,13]。其 CBA sinsinsin  = 156/85 。  

… … …  

例 8：  取 r =1， 3k ，得  (iii)  a = 22 vu   ， uvb
3

10
  ， c = uv

3
8  22 vu   

 (iv)  a = 22 vu   ，   )(
3
5 22 vub   ，  c = )(

3
4 22 vu   uv2  ， u  k =3 

取  ( u , v )=(3, 2)，由 (iii) 得  [ a , b , c ]=[13,20 ,11] ， CBA sinsinsin  = 132/65 

  ( u , v )=(5, 3)得  [ a , b , c ]=[34,50 ,24]，約去公因數，得  [17,25 ,12]。而其 

CBA sinsinsin  = 162/85  

  ( u , v )=(6, 3)得  [ a , b , c ]=[45,60 ,21]，約去公因數，得  [15,20 ,7]。而其 

CBA sinsinsin  = 42/25  

 ( u , v )=(6, 5)得  [ a , b , c ]=[61,100 ,69] ， CBA sinsinsin  = 138/61 

( u , v )=(7, 6)得  [ a , b , c ]=[85,140 ,99] ， CBA sinsinsin  = 972/425 

 ( u , v )=(7, 3)得  [ a , b , c ]=[58,70 ,16]。約去公因數，得  [29,35 ,8]。  

由 (iv)， ( u , v )=(4, 1)得 [ a , b , c ]=[17,25 ,12] ， CBA sinsinsin  = 162/85 

    ( u , v )=(5, 2)得 [ a , b , c ]=[29,35 ,8] ， CBA sinsinsin  = 216/145 

     ( u , v )=(7,2)得 [ a , b , c ]=[53,75 ,32] ， CBA sinsinsin  = 288/265 

( u , v )=(8, 1)得 [ a , b , c ]=[65,105 ,68] ， CBA sinsinsin  = 714/325 

 ( u , v )=(10, 1)得 [ a , b , c ]=[101,165 ,112] ， CBA sinsinsin  = 1134/505 

( u , v )=(11,4)得 [ a , b , c ]=[137,175 ,52] ， CBA sinsinsin  = 1092/685 

… … …  

持續取  4k 、5、… 或 5/3、5/4、…等可永續生成更多的相異邊長 [ a , b , c ]組。  

[C-2] 另外， ( acb  )( bac  )( cba  )( cba  ) 還可組合成下列 2 種乘積式： 

   ( acb  )( bac  )( cba  )( cba  ) = [ 22)( cba  ][ 22 )( bac  ]  與   

( acb  )( bac  )( cba  )( cba  ) = [ 22)( bca  ][ 22 )( cab  ] 等 2 不同型式。  
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(3a) 考慮  ( acb  )( bac  )( cba  )( cba  ) = [ 22)( cba  ][ 22 )( bac  ] 情形；  

設定   [ 22)( cba  ] = 2k [ 22 )( bac  ] ， k 為大於 1 的正整數或最簡約有理數。仿效 [C-

1]內  [1]、[2]節的展開推演流程，最後得  mka  )1( 2  與  2c = 2)2( km  + 22 ])1[( bmk  ，

此結果恰與[2]節的  mkb  )1( 2  與  2a = 2)2( km + 22 ])1[( cmk   情形完全相似，所以，

演算出來的 [ a , b , c ]邊長組結果也都相同，只是 a , b , c位置變換而已。 

(3b) 考慮  ( acb  )( bac  )( cba  )( cba  ) = [ 22)( bca  ][ 22 )( cab  ] 情形；  

設定   [ 22)( bca  ] = 2k [ 22 )( cab  ] ， k 為大於 1 的正整數或最簡約有理數。 同樣的

推演流程，得到 mkc  )1( 2  與
2b = 2)2( km + 22 ])1[( amk   ，情形又完全相似，所以，

演算出來的 [ a , b , c ]邊長組結果也都相同，只是 a , b , c位置變換而已。 

理論上，因 ( acb  )( bac  )( cba  )( cba  ) 乘積式呈現出關於  a , b , c三者輪換式

對稱，所以，推演 3 種情形必會得到相同結果，而事實上也是如此。 

 

綜合以上的分析推理歸納出： 對整數邊長 ABC 言，無論是等腰三角形、畢氏數直

角三角形或各邊長皆不相等的非直角三角形，欲使其 CBA sinsinsin   的數值皆為有理

數，關鍵因素就在於； [M1] 其各任意頂角角度都必定是形如畢氏三元數直角三角形頂角

角度或是這類畢氏數頂角角度相加、相減關聯的線性組合。如主文 B.標題內的[2]、 [3]、

[4]節內容解說說明，詳見於第 3 ~ 8 頁中。  [M2]各邊長皆不相等的非直角三角形其 3 整

數 邊 長 a  , b  , c   必 呈 現 下 列 等 式 關 係 ；   [ 22 )( cba   ] = 2k  [ 22)( acb   ] 或  2k
[ 22 )( cba  ] = [ 22)( acb  ]， k 為大於 1 的正整數或最簡約有理數。由這等因素再推演

出各邊長  a , b , c  的生成公式。 

 

肆、結論  

[1] 由  CBA sinsinsin  = 
abc
cba

2
)( 

))()()(( cbacbabacacb   的關係式結構  

知；只要將  ( acb   )( bac   )( cba   )( cba   ) 寫成完全平方式就能推理演繹出

各 邊 長  a  , b  , c   的 生 成 公 式 並 找 到 其 各 組 正 確 身 份 數 值 ， 再 一 舉 計 算 出

CBA sinsinsin   的有理數值。  

[2] 應用各組  [ a  , b  , c  ]生成公式而計算出其整數值時，常常會得到 a  , b  , c三者皆有公因

數情況，只要約去公因數就可得到各組  [ a , b , c ]的最簡約數，亦即  a , b , c三者互質

的簡約數。而由毎組簡約數形成的倍數組其  CBA sinsinsin  的有理數值皆完全相

等。目前尚未找到不同的最簡約數組有相等的 CBA sinsinsin  值。  

[3] 要將  ( acb   )( bac   )( cba   )( cba   ) 寫成完全平方式，首先須檢視各乘積項
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之間的倍數關係，由倍數關係歸納出乘積項的等式關聯。在數值分析中找到關鍵因素

的要領之一是窮舉法；此處先借用畢氏三元數的代入，再透過觀察並作各種實際演算

試驗而歸納出乘積項之間的等式相關性，始能確認推理的模式，進一步推論而得證出

合理正確的生成公式。  

[4] 對整數邊長 ABC 言， CBA coscoscos  的值必為有理數，此由餘弦定理公式即知

悉。可見其與  CBA sinsinsin   的差異頗大。探討之後，更體認到下列恆等式的

相 關 連 部 份 項 的 類 同 性 質 ；  
2

cos
2

cos
2

cos4sinsinsin CBACBA    與

2
sin

2
sin

2
sin41coscoscos CBACBA   ，則使  

2
cos

2
cos

2
cos CBA

 成為有理數值

的整數邊長 ABC 也同時被尋找出來了。至於 
2

sin
2

sin
2

sin CBA
 成為有理數值，對整

數邊長 ABC 言則是必然。 

由 於  ( acb   )( bac   )( cba   )( cba   ) 乘 積 式 呈 現 出 關 於  a  , b  , c三 者 輪

換式對稱，意指同步將式中的 a換成 b、將 b 換成 c、將 c換成 a、乘積式仍維持不變

的性質。應用輪換式對稱性可將複雜問題簡化處理而得到相同的效果。  

三角函數在研究三角形和圓等幾何形狀的性質時具有重大效果，特別是用於計算

三角形中未知長度的邊和未知的角度，在導航、工程學、半導體奈米製程、導引飛彈

等精密設計以及物理學、人造衛星科學、測量學方面都有廣泛的用途。  
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