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兩道複數幾何題的另解 

連威翔  
山城人力資源管理顧問有限公司 (派遣至苗栗縣政府環境保護局 ) 

壹、前言  
回顧 [1]中歷年的大學入學試題，我們可發現一些考題的設計同時引入了幾何與複數。

例如在 108 年指定科目考試數學甲 (底下簡稱 108 指考數甲 )試題中，選填題 C 的敘述如

下：  

選填題 C：設  𝑧 為複數。在複數平面上，一個正六邊形依順時針方向的連續三個頂點為  𝑧、
0、𝑧 + 5 − 2√3𝑖（其中  𝑖 = √−1），則  𝑧 的實部為___________。（化成最簡分數）  

    關於上述問題，只要上網搜尋「108 年指考數甲選填題 C」這段關鍵字，即可找到不

少各具特色的解法。在 [2]的試題解析中，張簡瑞璨老師使用複數的相乘表示向量的旋轉

來求解上述問題，張簡老師先依題意畫出下圖：  

 

圖 1 

再依上圖中  𝑧, 𝑧 + 5 − 2√3𝑖 兩複數的關係寫下  𝑧 (cos 120° + 𝑖 sin 120°) = 𝑧 + 5 − 2√3.                                                  (1) 

之所以 能列 出上式 ，是 因為圖 1 中複數  𝑧 所代 表的向 量 (以 原點為 旋轉 中心 )逆時 針 旋轉

 120° 後等於  𝑧 + 5 − 2√3 所代表之向量。利用(1)式解得  𝑧 = − + √ 𝑖 後，即得  𝑧 的實部為  − 。 

此外， [3]的解法同時使用向量的旋轉與伸縮來求解上述問題，但所使用的旋轉中 心
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並非圖 1 中的原點。而 [4]中的解答則使用解析幾何的方式列出兩個長度關係來求解，此

解法在最後會得到兩解，須另外判別何者符合題意。  

    除了上述的三種解法以外，底下第二節的內容將對上述試題介紹另兩種解法，希望

能供有興趣的讀者參考。在接著的第三節中，則將介紹另一道也同時引入了幾何與複數

的入學試題，並將仿照前兩節的內容進行類似的探討。  

 

貳、選填題 C 的另解  
    對第一節中的選填題 C，此處介紹其第一個另解如下：  

解法 1：在圖 1 中假設  𝐴(𝑧), 𝑂(0), 𝐵 𝑧 + 5 − 2√3𝑖 ，並假設正六邊形的中心為  𝐶。畫出連接 𝐶 點與正六邊形各頂點的線段，再連接  𝐴𝐵 假設交  𝑂𝐶 於  𝐷 點，如下圖：  

 

圖 2 

注意上圖中  Δ𝐶𝐴𝑂, Δ𝐶𝐵𝑂 為正三角形，因此  𝑂𝐴 = 𝐴𝐶 = 𝐶𝑂 = 𝑂𝐵 = 𝐵𝐶，故四邊形  𝑂𝐴𝐶𝐵 為菱

形，其對角線  𝐴𝐵, 𝑂𝐶 互相垂直平分。又因為  Δ𝐴𝑂𝐷, Δ𝐵𝑂𝐷 皆為  30° − 60° − 90° 三角形，可知  𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 + 𝐵𝐷 = (𝑂𝐴 + 𝑂𝐵) sin 60° = 2 sin 60° 𝑂𝐶 = √3 ∙ 𝑂𝐶.                             (2) 

因為  𝑂𝐴𝐶𝐵 也是平行四邊形，故  𝑂�⃑� = 𝑂�⃑� + 𝑂�⃑�，因此  𝑂�⃑� 所代表的複數是  𝑧 + 𝑧 + 5 − 2√3𝑖 = 2𝑧 + 5 − 2√3𝑖. 
注意在圖 2 的複數平面上  𝐴�⃑� 所代表的複數是  5 − 2√3𝑖，利用  𝐴𝐵 與  𝑂𝐶 互相垂直的條

件配合(2)式中的長度關係，可知圖 2 中以點  𝑂 為旋轉中心將  𝑂�⃑� 逆時針旋轉  90° 再將長度

放大為  √3 倍後所得的向量等於  𝐴�⃑� (兩向量大小與方向相同 )，可寫下  2𝑧 + 5 − 2√3𝑖 ∙ √3(cos 90° + 𝑖 sin 90°) = 5 − 2√3𝑖.                                        (3) 
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因為  cos 90° + 𝑖 sin 90° = 𝑖，由上式可知  

2𝑧 + 5 − 2√3𝑖 = 5 − 2√3𝑖√3𝑖 = −2 − 5√33 𝑖, 
因此可解得  

𝑧 = − 72 + √36 𝑖, 
從而確定  𝑧 的實部為  − ，解題完畢。  

 

上述解法與 [3]中解法的共通點，是皆同時使用了向量的旋轉與伸縮來解題。兩者 的

不同之處，是上述解法在列出 (3)式之前需先利用平面幾何與向量的知識進行一些討論，

但 [3]中的解法則是直接利用上方圖 2 中  𝐴�⃑� (以點  𝐴 為旋轉中心 )逆時針旋轉  30° 再將長度

縮小為  1/√3 倍後等於  𝐴�⃑� 的關係來解題。  

 

接下來，我們看選填題 C 的第二個另解如下：  

解法 2：同樣參考圖 2，令圖 2 中與  𝑂 點距離最遠的正六邊形頂點為  𝐸，連接  𝐴𝐸, 𝐵𝐸 之後，

令與  𝐴, 𝐵 兩點距離最遠的正六邊形頂點分別為  𝐺, 𝐹，如下圖：  

 
圖 3 

注意在上方解法 1 的(2)式下方，提到  𝑂�⃑� 所代表的複數是  2𝑧 + 5 − 2√3𝑖，而圖 3 中有  𝑂�⃑� =2𝑂�⃑�，因此  𝑂�⃑� 所代表的複數為  4𝑧 + 10 − 4√3𝑖。此外，  𝐴�⃑� 所代表的複數是  5 − 2√3𝑖。  

圖 3 中由於正六邊形  𝑂𝐴𝐹𝐸𝐺𝐵 之各邊等長且各內角相等，利用 SAS 全等性質可證明 Δ𝐴𝑂𝐵, Δ𝐵𝐺𝐸, Δ𝐸𝐹𝐴 兩兩全等，因此  𝐴𝐵 = 𝐵𝐸 = 𝐸𝐴，故  Δ𝐴𝐵𝐸 為正三角形，得  ∠𝐵𝐴𝐸 = 60° 的
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條件。注意   𝐴𝐸 = 𝐴�⃑� + 𝑂�⃑� = −𝑂�⃑� + 𝑂�⃑�, 
因此可計算  𝐴𝐸 所代表的複數如下：  −𝑧 + 4𝑧 + 10 − 4√3𝑖 = 3𝑧 + 10 − 4√3𝑖. 
注意圖 3 中以點  𝐴 為旋轉中心將  𝐴�⃑� 順時針旋轉  60° 後的結果就是  𝐴�⃑�，此關係可用複數表

示如下：  5 − 2√3𝑖 ∙ cos(−60°) + 𝑖 sin(−60°) = 3𝑧 + 10 − 4√3𝑖,                                   (4) 

注意順時針旋轉時的角度要取負值。由上式可知  

3𝑧 + 10 − 4√3𝑖 = 5 − 2√3𝑖 (cos 60° − 𝑖 sin 60°) = 5 − 2√3𝑖 12 − √32 𝑖 = − 12 − 72 √3𝑖, 
因此可解得  

𝑧 = − 72 + √36 𝑖, 
故  𝑧 的實部為  − ，解題完畢。  

眼尖的讀者，應該已看出解法 2 的精神基本上與 [2]中的解法相同，皆使用向量的旋

轉但不搭配伸縮來解題。其中，解法 2 考慮的是圖 3 中  𝐴�⃑� 順時針旋轉  60° 後為  𝐴�⃑�，而 [2]

中的解法則是考慮圖 2 中  𝑂�⃑� 逆時針旋轉  120° 後為  𝑂�⃑�，兩者分別以點  𝐴, 𝑂 為旋轉中心。  

    本節最後，回顧上方介紹的兩個另解並與 [2]中的解法做比較，不難發現仍以 [2]中的

解法較為簡單。不過值得一提的是，解法 1 的(3)式以及解法 2 的(4)式皆僅在等號的單側

與  𝑧 有關，而在本文第一節中簡介之 [2]的解法，則在 (1)式的等號兩側都與  𝑧 有關。所以

說，雖然解法 1 與解法 2 在列出關鍵的(3)式與(4)式之前都經過較多的鋪陳，但在(3), (4)
兩式後的計算會比(1)式來得簡單。  

 

參、看看另一道考題  
本節將介紹另一道入學考題，是 101 年學科能力測驗的多選題 10，其敘述如下：  

多選題 10：設  𝑂 為複數平面上的原點，並令點  𝐴, 𝐵 分別代表複數  𝑧, 𝑤。若  ∠𝐴𝑂𝐵 = 90°，則

下列哪些選項必為負實數？  (1) 𝑧𝑤 (2)𝑧𝑤 (3)(𝑧𝑤)  
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(4) 𝑧𝑤  (5)(𝑧𝑤)    （其中  𝑤 為  𝑤 的共軛複數）  

此問題的出處，同樣請參考 [1]。  

不難發現，上述多選題 10 與第一節的選填題 C 皆同時引入了複數與幾何的元素。由

多選題 10 中  ∠𝐴𝑂𝐵 = 90° 的條件知  𝑂𝐴 ⊥ 𝑂𝐵，此時  𝑂𝐴, 𝑂𝐵 的長度均不為 0，因此  |𝑧|, |𝑤| 皆
大於 0。在網路上搜尋「101 年學測數學多選題 10」這段關鍵字後，我們也可找到不少解

法，其中 [2]的解法認為上述問題各選項的數是否必為負實數並不會受到  |𝑧|, |𝑤| 兩正數 的

大小影響，因此不失一般性，對原問題只考慮  𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 1 的情形，並假設 𝑧 = cos 𝛼 + 𝑖 sin 𝛼 , 𝑤 = cos 𝛽 + 𝑖 sin 𝛽, 
其中  𝛼 − 𝛽 = ±90°，然後再進行求解。而筆者研究上述問題過後，在更一般的條件下找出

了一個另解，在此提供給讀者參考如下：  

解答：依題意知  𝑂�⃑�, 𝑂�⃑� 兩者夾角為  90°，因此  𝑧, 𝑤 兩複數均非零，這包含下方示意圖中的

兩種情形：  

 
圖 4 

在圖 4 左邊的情形，複數  𝑤 代表的  𝑂�⃑� 以  𝑂 為旋轉中心逆時針旋轉  90° 後與複數  𝑧 代表的 𝑂�⃑� 同向，因此存在實數  𝑟 滿足  𝑧 = 𝑟(cos 90° + 𝑖 sin 90°)𝑤 = 𝑖𝑟𝑤,                                                          (5) 

其中  𝑟 為  𝑂�⃑�, 𝑂�⃑� 的長度  |𝑧|, |𝑤| 之比值，滿足  𝑟 = | || | 0，此結果也可透過對  𝑧 = 𝑖𝑟𝑤 的等號

兩側同時取絕對值所得之  |𝑧| = 𝑟|𝑤| 來確定。而對於圖 4 右邊的情形，我們可寫下  𝑧 = 𝑟 cos(−90°) + 𝑖 sin(−90°) 𝑤 = 𝑟(cos 90° − 𝑖 sin 90°)𝑤 = −𝑖𝑟𝑤,                           (6) 

其中  𝑟 同樣為  𝑂�⃑�, 𝑂�⃑� 的長度  |𝑧|, |𝑤| 之比值，且同樣滿足  𝑟 = | || | 0。  

此時，對於原本多選題 10 的第 1 個與第 4 個選項，利用(5), (6)兩式可知  
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𝑧𝑤 = 𝑖𝑟    或   − 𝑖𝑟, 
因上式等號右邊的兩可能值均為虛數，故第 1 個選項錯誤；又由上式可知  𝑧𝑤 = 𝑧𝑤 = (±𝑖𝑟) = −𝑟 ,                                                               (7) 

因上式最後所得之值為負實數，故第 4 個選項正確。而對於第 2 個與第 3 個選項，利用(5), (6)兩式可知  𝑧𝑤 = 𝑖𝑟𝑤      或     − 𝑖𝑟𝑤 , 
以  𝑤 = 1 代入上式後可知  𝑧𝑤 的兩可能值均為虛數，故第 2 個選項錯誤；又由上式可知  (𝑧𝑤) = (±𝑖𝑟𝑤 ) = −𝑟 𝑤 ,                                                               (8) 

若取  𝑤 = √ + √ 𝑖，則有  𝑤 = (cos 45° + 𝑖 sin 45°) = cos 180° + 𝑖 sin 180° = −1, 
因此以  𝑤 = √ + √ 𝑖 代入(8)式後，可得  (𝑧𝑤) = 𝑟 ，由於  𝑟  為正數，故第 3 個選項錯誤。  

至於第 5 個選項，注意任意複數  𝑢 滿足  𝑢𝑢 = |𝑢| ，因此配合(7)式的計算結果，我們可

求得  

(𝑧𝑤) = 𝑧𝑤 ∙ 𝑤𝑤 = 𝑧𝑤 |𝑤| = 𝑧𝑤 |𝑤| = −𝑟 |𝑤| , 
因上式最後所得之值為負實數，故第 5 個選項正確。  

    依據上述的討論結果，可知多選題 10 應選(4), (5)兩個選項。回顧張簡老師在 [2]中的

解法，他考慮  𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 1 的情形，這在上面的解法就對應到  |𝑧| = |𝑤| = 1，因此有  𝑟 = 1。

我們會發現，在上面的解題過程中取  𝑟 = 1 後並不影響各選項的算式值是否必為負實數的

判斷結果，因此不會改變最後的解答，這應該就是[2]中的解法考慮  𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 1 的原因。 

 

肆、結語  
本文介紹了兩道入學考題的另解，讀者閱讀過後，應能感受到「找出問題另解」的樂

趣。在我們學習數學的過程中，行有餘力之時，若能試著找出某些問題的另解，相信不但

是很好的練習，同時也能增加學習的樂趣。  

感謝審稿者對本文給出許多中肯且立意良善的建議，尤其第三節多選題 10 的解法，

那是筆者參考審稿者之建議將原解法簡化後所得的結果。本文最後，筆者想再多介紹一道

入學考題，那是 108 年學測數學的選填題 G，其解法同樣可參考 [2]。該問題是一道平面向

量問題，讀者若有興趣，不妨試著改用複數工具找出其另解 (筆者已自行解出 )，相信會是

很有趣的一個練習。  
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