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從拉格朗日力學來分析太陽系內的天體軌跡 
 

鄧新弘  
高雄市立中山高級中學  

壹、前言  
牛論力學占了高中的物理課程內容至少三分之一以上。有關於天體軌跡這個主題，高

中課程大多都假定行星繞著太陽做等速率圓周運動，頂多只提到克普勒三大經驗定律。筆

者認為有兩個原因，其一是高中生對於微積分尚未熟悉，另一部分是牛論力學中需要用到

許多的向量分析技巧，加深了對這個主題探討的難度，故筆者有了撰寫此文的動機。  

本文主要分為三部分，第一部分是對於拉格朗日力學的簡介，第二部分是利用拉格朗

日力學推論出太陽系內的天體軌跡為圓錐曲線，第三部分則是圓錐曲線軌道的討論，供作

中學教師在教學上的參考。  

 
貳、拉格朗日力學簡介  

物理學家從許多領域認識到自然界中似乎存在這一原則 :在每個領域裡，必能找到某

一作用量為最小值，稱為最小作用量原理。在幾何光學裡，此作用量為光傳遞所耗費的時

間，意思是指在選定起點與末點後，光會選擇傳遞花最少時間的路線來走。我們會發現利

用此想法可推導出反射定律及折射定律，即幾何光學的全部，而事實上它們是相互等價的。 

而在力學裡，此作用量 S 則為拉格朗日量 L 對時間 t 做積分 : 

2

1

( , )
t

t
S L x x dt             ( 1 ) 

上 式 的 意 思 是 指 在 同 樣 起 末 點 1 1 2 2( ) ( )x t x x t x 、 ， 針 對 不 同 的 位 置 與 時 間 函 數 

1 2( ) ( )......x t x t、 ， 會 得 到 不 同 作 用 量 1 1 2 2( ( )) ( ( ))......S x t S x t、 ， 而 從 最 小 作 用 量 原 理 

得 知 大 自 然 總 會 選 擇 某 一 位 置 函 數 ( )nx t 進 行 ， 使 得 作 用 量 S 為 最 小 值 。 

從 變 分 學 的 一 些 數 學 技 巧 [ 1 ] ， 我 們 知 道 可 利 用 拉 格 朗 日 方 程 式 : 

 

( , ) ( , ) 0d L x x L x x
dt x x

 
 

 
 

  ( 2 ) 
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得出某一位置函數 ( )nx t ，使得作用量 S 為最小值。  

現在還有個問題，上述的拉格朗日量 ( , )L x x 的函數形式究竟為何? 

若考慮的力學系統只包含保守力，則拉格朗日量 L 為動能 T 減掉位能 U:   

L T U   ( 3 ) 
 

我們先把上面定義的拉格朗日量 (3)式放進放入拉格朗日方程式 (2)式，得到 : 
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又動能 21
2
mx T ，位能 U 只跟位置有關。  

( ) 0d Umx
dt x


  


  ( 4 ) 

 

(4)式即為牛頓第二定律，從此來看我們已猜出拉格朗日量 L 在力學中的形式，即 (3)式。  

  觀察拉格朗日方程式 (2)式，可發現此式並不像牛頓第二定律 F ma
 

為向量式，因

此在計算時不會遇到向量分析的困難。上面的討論只考慮到一個維度，若考慮平面下的兩

個維度 x、y，則拉格朗日方程式為 : 

 

1 20  
i i

d L L x x x y
dt x x

 
   

 
， 、  

 

拉格朗日方程式也不一定要在笛卡兒座標下才能討論，也可在其他座標下討論，比方

說極座標 ( , )r  : 

 
1 20  

i i

d L L x r x
dt x x

 
   

 
， 、

( 5 ) 

下一小節，我們主要利用拉格朗日方程式在極座標的表示，即 (5)式。進行太陽系內天

體軌跡的計算。  
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參、太陽系內的天體軌跡  
  由於太陽的質量遠大於太陽系內其他天體的質量，所以在此只考慮太陽與天體之間

的萬有引力，不考慮天體間的萬有引力。  

假設太陽的質量為 M，天體的質量為 m，此系統的拉格朗日量 L: 

 

 2 21= [ ( ) ]
2

GMmL T U m r r
r

     ( 6 ) 

將 (6)式代入拉格朗日方程式  

 

0

0

d L L
dt r r
d L L
dt  

     
    
  





 

得到 : 

 

 
2

2
2 2( ) 0d r GMmm m r

dt r
    ( 7 ) 

 2mr    定值  ( 8 )  
 

由於萬有引力為向心力，不會造成力矩，所以天體的角動量為定值，故可知 (8)式中的

定值就是天體的角動量，我們把這個定值以  表示。  

利用連鎖律以及 (8)式得 :    

 2
d d d d
dt dt d mr d


 

 
  ( 9 ) 

 

利用 (9)式，可將 (7)式化簡為 : 

 

2 2

2 2
1 1( )d GMm

d r r
 

  ( 10 ) 

(10)式微分方程的通解為 : 

 
2

1 2 2
1 cos sin GMmC C
r

   


 ( 11 ) 
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上式中係數 1 2C C、 為常數。  

假定

2

2 90r
GMm

 
 。、 為天體軌道中的其中一點，則 2 0C  ， (11)式化簡改寫 : 

 

2

22
1

2

( )
1 ( )cosCGMm

r GMm
 




 ( 12 ) 

 

(12)式即為圓錐曲線的方程式。隨著 1C的數值不同，會分別有圓、橢圓、拋物線、雙

曲線等軌跡。由此可知 1C的數值必與系統的總力學能 E 有關連。  

為了找出 1C與力學能 E 的關係，我們列出 : 

 

 
2

2
2

1 ( )
2 2

dr GMmE m
dt mr r

  


 ( 13 ) 

利用 (9)式和 (12)式得 : 

 1
2 2

2
1 2
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( cos )

Cdr
GMmdt mrC












 ( 14 ) 

將 (14)式代入 (13)式得 : 

 
2 2

1
2 2 2 3

21C E
GMm G M m

 
   ( 15 ) 

 

(15)式即為係數 1C與總力學能 E 的關係。  

從這節的討論，我們可了解到太陽系內的天體軌跡為圓錐曲線，而總能量 E 將決定軌

跡的種類。  

 

肆、圓錐曲線軌道的討論  

  若令

2
1

2
C

GMm
  

，則 (12)式以及 (15)式分別可改寫成 :  

 

2

2( )
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r
  



 ( 16 ) 
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2

2 2 3
21 E

G M m
  

  ( 17 ) 

 的幾何意義為圓錐曲線的離心率。  

 

下面是以線上繪圖軟體 Desmos[3]繪製，當離心率  不同時，圓錐曲線 (16)式分別代

表的幾何圖形 :(為簡化繪圖，令

2

2GMm


等於 1) 

 

0   0.5   

  

 
 
 

 
 

 
1   1.5   

(軌道為左側的雙曲線) 
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分四種情況討論 : 

(a) 當 0  時，軌道為圓形，總力學能
2
GMmE
r


  。  

(b) 當    時，軌道為橢圓形，總力學能 0
2
GMm E
r


   。  

(c) 當   時，軌道為拋物線，總力學能 0E   。  

(d) 當   時，軌道為雙曲線，總力學能 0E   。  

從上述討論可知，受到太陽束縛 (換句話說，環繞著太陽運行 )的天體軌道可為圓形或

橢圓形；只經過太陽一次的則為拋物線或雙曲線，一去不復返。  

 

伍、結論  
本文從最小作用量原理說起，引出拉格朗日方程式。並利用拉格朗日方程式去推論出

太陽系內的天體軌跡為圓錐曲線，而天體的總力學能會影響軌道的類別。過程中我們簡化

了模型，不考慮天體間的重力作用，也不考慮太陽跟天體間的相對運動。  
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