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以新增數據點(0,?)及逆推均差運算列表法 
直取多項式函數(下) 

 

李輝濱  
嘉義市私立輔仁中學退休教師  

(c) 再來要抓 1 次數項係數 1a 值。直接觀察對照 B2.節新增 0 數據點的新原型均差運算表

與 B3.節降 1 次數的運算表；可發現到新原型均差運算表自第 1 階運算的第 1 項數值

以下的所有各階第 1 項數值都正確有序地排列在新降 1 次數的運算表格中自 1p、1 階、

2 階、3 階、到 1n 階的第 2 項位置。此重大規律性即能引導應用於作逆推均差運

算而得出 1 次數項係數，依據比對 B2. 節與 B3. 節的各階位置數字相互關係得知，將

上述新原型均差運算表內自 1 階以下的第 1 項數值；44、41、 42、21、 5、1 等按

順序逐一填入新降 1 次數的表內形成下表格。  

 

作新降 1 次數的運算表，實際填表演算情形解說如下； 

 

x ：    0    3    1      1      2      4      5       8 

1p ：   ?     44                            

1 階：    ?     41                      

2 階：       ?    42               

3 階：          ?      21       

4 階：              ?     5 

5 階：                  1      1 

                                                        
x ：    0    3    1      1      2      4      5       8 

1p ：   ?     44                            

1 階：    ?     41                      

2 階：       ?    42               

3 階：          ?      21        
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4 階：            9     5 

5 階：                 1      1 

                                                        
x ：    0    3    1      1       2      4      5       8 

1p ：  76    44                            

1 階：   40    41                      

2 階：      81   42               

3 階：           39    21         

4 階：             9     5 

5 階：                  1      1 

 

這樣就完成了新增 0 數據點的新降 1 次數逆推運算表並抓到 1a 數值為 76。 

 

(d) 接著要抓 2 次數項係數 2a 值。直接觀察對照 B3.節的新降 1 次數逆推運算表與 B4.節

降 2 次數的運算表；可發現到新降 1 次數表自第 1 階運算的第 1 項數值以下的所有各

階第 1 項數值都正確有序地排列在新降 2 次數的運算表格中自 2p 、1 階、2 階、3 階、

到 2n 階的第 2 項位置。即將上述新降 1 次數逆推運算表內自 1 階以下的第 1 項

數值； 40、 81、39、 9、1 等按順序逐一填入新降 2 次數的表內形成下表格。作

出新降 2 次數的運算表如下； 

 

x ：    0    3    1      1       2      4      5       8 

2p ：  ?    40                     

1 階：    ?    81              

2 階：        ?     39       

3 階：           ?     9 

4 階：               1      1 

                                                        
x ：    0    3    1      1      2      4      5       8 

2p ：  ?    40                    

1 階：    ?    81             

2 階：        ?     39       

3 階：          11    9 
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4 階：               1      1 

                                                        
x ：    0     3     1      1      2      4      5       8 

2p ： 133   40                            

1 階：   31    81                     

2 階：        50      39              

3 階：           11    9        

4 階：                 1      1 

 

又完成了新增 0 數據點的新降 2 次數逆推運算表並抓到 2a 數值為 133  。 

 

(e) 同理，仿效上述操作，持續編製出新降 3 次數逆推運算表，如下；  

 

x ：    0     3     1      1      2      4      5       8 

3p ：  ?     31              

1 階：     ?      50        

2 階：         ?     11 

3 階：              1      1 

                                                        
x ：    0     3      1      1      2      4      5       8 

3p ： 83     31                     

1 階：    38      50              

2 階：       12     11      

3 階：              1      1 

再完成了新增 0 數據點的新降 3 次數逆推運算表並抓到 3a 數值為 83  。 

 

(f) 同理，再繼續編製出新降 4 次數逆推均差運算表，如下；  

x ：    0     3      1      1      2      4      5       8 

4p ：  ?      38        

1 階：    ?      12 

2 階：        1        1 
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                                                        
x ：    0     3      1      1      2      4      5       8 

4p ：  5      38        

1 階：   11    12 

2 階：        1        1 

 

再得出新增 0 數據點的新降 4 次數逆推運算表並抓到 4a 數值為 5  。 

 

(g) 同理，最後再編製出新降 5 次數逆推均差運算表，如下；  

 

x ：    0     3      1      1      2      4      5       8 

5p ：  ?     11 

1 階：    1        1 

                                                        
x ：    0     3      1      1      2      4      5       8 

5p ： 8     11 

1 階：    1        1 

終於完成了新增 0 數據點的新降 5 次數逆推運算表並抓到 5a 數值為 8   。而所有

編製的均差運算表中最末一列的數值同為 1，這就是首項係數的值 6a =1 。  

所 以 通 過 平 面 直 角 坐 標 系 的 這 7 個 數 據 點 ， 而 滿 足 這 些 點 的 多 項 式 函 數 型 態 為   

124761338358)( 23456  xxxxxxxfy    ，其任一項的係數均在對應  

的逆推均差運算表內新增 0 數據點的位置呈現出來而被直接取出以構成完整正確的

最適配 ( best fitting ) 多項式函數。  

 

[2] 再繼續觀摩另一範例  ；  已知數據點： (1, 4) , (2, 7) , (3, 12) , (4,19) ,(5, 52) ,(6, 159) , 

(7, 2572)等 7 個坐標點，求滿足這些點的多項式函數  ? 解法如下； 

 

(a) 先編製此 7 個點的橫式原型均差運算表，再新增一個數據點 (0,?)，如下； 

 

x ：     0      1      2      3      4      5      6       7 

y ：     ?      4      7     12     19     52     159     2572 
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1 階：      ?      3      5      7     33     107    2413 

2 階：          ?      1      1     13     37    1153 

3 階：              ?      0      4      8      372 

4 階：                 ?      1      1      91 

5 階：                     ?      0     18 

6 階：                        3      3 

 

完成新增數據點 (0,?)後，開始作上表的逆推均差運算，以計算出常數項數值； 

 

                                                        
x ：     0      1      2      3      4      5      6       7 

y ：   2187     4      7     12     19     52     159     2572 

1 階：   2183     3     5      7     33     107    2413 

2 階：        1093    1      1     13     37    1153 

3 階：           364    0      4      8      372 

4 階：                91      1      1     91 

5 階：                  18      0     18 

6 階：                        3      3 

 

完成了新增 0 數據點的新原型均差運算表並取到常數項數值為 2187  。  

 

(b) 作新降 1 次數的運算表，將上述新原型均差運算表內自 1 階以下的第 1 項數值； 

2183、1093、 364、91、 18、3 等按序填入新降 1 次數的表內如下； 

 

x ：    0      1      2      3      4      5      6       7 

1p ：   ?   2183 

          ?     1093 

             ?    364 

                 ?     91 

                    ?    18 

                       3      3 

                                                        
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x ：     0      1      2       3      4      5      6       7 

1p ： 5342  2183                          

         3159   1093                     

            1033  364              

                223     91        

                    33   18 

                         3      3 

 

完成了新降 1 次數的運算表並取到 1 次數項係數值為  5342 。  

 

(c) 作新降 2 次數的運算表，將上述新降 1 次數均差運算表內自 1 階以下的第 1 項數值；

3159、 1033、223、 33、3 等按序填入新降 2 次數的表內如下； 

 

x ：    0        1       2       3      4      5      6       7 

2p ：  ?      3159 

          ?      1033 

              ?       223 

                 ?       33 

                       3       3 

                                                        
x ：    0         1        2       3      4      5      6       7 

2p ：4908       3159 

        1749     1033 

                358     223 

                    45    33 

                          3       3 

 

完成了新降 2 次數的運算表並取到 2 次數項係數值為  4908  。  

 

(d) 作新降 3 次數的運算表，將上述新降 2 次數均差運算表內自 1 階以下的第 1 項數值；

1749、358、 45、3 等按序填入新降 3 次數的表內如下； 
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x ：    0        1       2       3      4      5      6       7 

3p ：  ?     1749 

          ?      358 

              ?       45 

                   3        3 

                                                        
x ：    0        1        2        3      4      5      6       7 

3p ： 2215   1749 

           466      358 

               54     45 

                     3        3 

 

完成了新降 3 次數的運算表並取到 3 次數項係數值為  2215  。  

 

(e) 作新降 4 次數的運算表，將上述新降 3 次數均差運算表內自 1 階以下的第 1 項數值；

466、 54、3 等按序填入新降 4 次數的表內並作逆差運算如下； 

 

x ：    0        1       2       3      4      5      6       7 

4p ：  526      466 

          60      54 

                3        3 

 

完成了新降 4 次數的運算表並取到 4 次數項係數值為  526  。  

 

(f) 同理，最後再編製出新降 5 次數逆推均差運算表，如下； 

 

x ：    0        1       2       3      4      5      6       7 

5p ： 63     60 

           3        3 
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完成了新降 5 次數逆推運算表並抓到 5a 數值為 63 且  6a =3  。而得出這多項式函

數為 633)( 6  xxfy 5265 x 22154 x 49083 x 53422 x 2187x  。 

 

(g) 若以牛頓差值法運算，首先要製作出橫式原型均差運算表，如下；  

 

x ：          1      2      3      4      5      6       7 

y ：          4      7     12     19     52     159     2572 

1 階：           3      5      7     33     107    2413 

2 階：              1      1     13     37     1153 

3 階：                  0      4      8     372 

4 階：                     1      1     91 

5 階：                         0     18 

6 階：                            3 

 

接著自 0 階、1 階、到 6 階各取第 1 項數值，連同 x 列各數值依牛頓差值法則配型成

下 式 ； )4)(3)(2)(1(10)2)(1(1)1(34)(  xxxxxxxxfy  +

)6)(5)(4)(3)(2)(1(30  xxxxxx  ，全部展開來，組合化簡後得下式；  

    633)( 6  xxfy 5265 x 22154 x 49083 x 53422 x 2187x  

 

此得證的多項式函數恰與本節自(a), (b), … , (f)等操作過程所取到的完全相等。 

 

(h) [比較]：現在再應用函數圖形平移法並配合均差運算過程演示的另一方法來求取上述

的多項式函數，其橫式列表演算流程如下； 

已知數據點： (1, 4) , (2, 7) , (3, 12) , (4,19) ,(5, 52) , (6, 159) , (7, 2572)等 7 個坐標點，

求滿足這些點的多項式函數  ? 

 

(h1) 先 將 原 數 據 點 ( x  , )(xf  )假 設 為 新 數 據 點 ( v  , )(vg  )， 使  0xxv ii    )0( ni  ， 且  

)( ivg = )( ii xfy  ，形成一新構的試驗性多項式函數 z 


n

t
t

t vbvg
0

)( ，而此處 nb

= na  。再編製出此試驗性多項式函數 z 的橫式均差運算表： 

x ：     1       2        3        4        5        6       7 

v ：      0       1v        2v        3v        4v        5v       6v  

v ：     0        1        2        3        4        5       6 
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z ：     4        7       12       19        52      159     2572 

1 階：        3        5        7        33       107    2413 

2 階：            1         1       13       37      1153 

3 階：                 0        4         8        372 

4 階：                      1        1         91 

5 階：                           0        18 

6 階：                                3= 6b  

檢視此橫式均差運算表，得  3= 6b  與  4= 0b  ，因 v =0 時， z = 4= 0b 。  

 
(h2) 緊接著繼續對上表作逆推均差運算，逐一填入計算數字，詳情如下； 

 
v ：          0     1      2      3      4       5       6 

z ：          4     7     12     19     52     159     2572 

1 階： 364     3     5      7     33     107    2413 

2 階：       367    1      1     13     37     1153 

3 階：         183    0      4      8     372 

4 階：              61     1      1     91 

5 階：                15     0     18 

6 階：                      3      3 

 

檢視此運算表，毎一階運算列的第 1 項都出現一個新數字，依序為 364,  367,  

183, 61, 15, 3，而第 1 個新數字  364 就是新降 1 次數運算表中的 1 次數項係數

值，所以得  364= 1b  。 

事實上， (h2)節的運算表就是將原來試驗性多項式函數 z 運算表與新降 1 次數的

運算表兩者結合成一個運算表，從這個結合表可檢驗到；第 0 階運算列的第 1 項數字

4 就是常數項的值，而在 1 階運算列中出現的第 1 項數字  364 就是新降 1 次數運

算表中的 1 次數項係數值，這樣的結合可精簡計算過程。  

 
(h3) 持續對上表作逆推均差運算，逐一填入計算數字，完整統合後詳情如下； 

 

v ：                     0     1      2      3      4       5       6 

z ：                     4     7     12     19     52     159     2572 
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1 階：            364     3     5      7     33     107    2413 

2 階：         834     367    1      1     13     37     1153 

3 階：    681   467   183    0      4      8     372 

4 階： 256     214     142   61      1       1     91 

   45    42    36    27   15      0      18        (5 階 ) 

3      3      3       3       3       3       3           (6 階 ) 

 

再檢視此完整統合運算表，可得到第 0 階運算列的第 1 項數字 4 就是常數項的值，而

在 1 階運算列中出現的第 1 項數字  364 就是新降 1 次數運算表中的 1 次數項係數

值，2 階運算列中出現的第 1 項數字  834 就是新降 2 次數運算表中的 2 次數項係數

值，3 階運算列中出現的第 1 項數字  681 就是新降 3 次數運算表中的 3 次數項係

數值，4 階運算列中出現的第 1 項數字  256 就是新降 4 次數運算表中的 4 次數項係

數值，5 階運算列中出現的第 1 項數字  45 就是新降 5 次數運算表中的 5 次數項係

數值，6 階運算列中出現的第 1 項數字  3 就是新降 6 次數運算表中的 6 次數項係數  

值 。 所 以 ， 直 接 得 出 的 試 驗 性 多 項 式 函 數  z 


n

t
t

t vbvg
0

)(   為   z

256453)( 56  vvvg 6814 v 8343 v 3642 v 4v    

 

(h4) 此多項函數 z 並非滿足已知數據點的多項式函數，需要再透過函數圖形平移法操作以

轉換成正確多項函數；因這  z )(vg 為向左平移 1 單位的新函數，新函數可能是平

行向左移或向右移若干單位，再將其還原即可。 

由  0xxv  ，得  0xvx  = 1v ，將 )(vg 還原成 )1( vg 的原函數，應用綜合除法，

將 256453)( 56  vvvg 6814 v 8343 v 3642 v 4v  連續除以  1v ，得  
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2215)1(526)1(63)1(3)1( 456  vvvvg 4908)1( 3 v 5342)1( 2 v
2187)1( v   

再將  1v  轉換成  x  ，即得到滿足原來 7 個數據點的原多項式函數 )(xf ；  

    633)( 6  xxfy 5265 x 22154 x 49083 x 53422 x 2187x  

這是應用連續綜合除法與函數圖形平移法所演示操作出的正確原多項式函數。 

最後比較此  (h4)節與 (g)節、 (f)節的結果，三者都得出完全相等的多項式函數。  

以三種不同方法各自運算都能得出完全相等的多項式函數。讀者可任意選擇。  

 

C3. 若已知數據點中有 (0, 0a )這個 0 點，則將這 0 點直接移到最左邊前緣第 1 位置處，

然後再依循 C2 節的標準操作流程計算出多項式函數來，請看下一例； 

已知數據點： ( 3, 21) , ( 1, 7) , (0, 9) , (2, 119) , (4,133) ,(5, 659)，操作如下； 

 

(a) 先編製此 6 個數據點的橫式原型均差運算表，如下；  

 

x ：         0      3      1       2       4       5   

y ：         9     21      7      119     133     659 

1 階：          10      7        42      7      526 

2 階：               3       7       7     173 

3 階：                  2        2      3 

4 階：                      1       4 

5 階：                            1 

 

(b) 作新降 1 次數的運算表，將上述原型均差運算表內自 1 階以下的第 1 項數值；10、3、

2、 1、1 等按序填入新降 1 次數的表內如下；  

 

x ：      0       3       1        2        4        5   

1p ：     ?       10 

              ?        3 

                   ?        2 

                        ?      1 

                             1       1 

                                                        
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x ：      0       3       1        2        4        5   

1p ：    55       10 

              15       3 

                  12        2 

                      5      1 

                            1        1 

 

(c) 作新降 2 次數的運算表，將上述新降 1 次數均差運算表內自 1 階以下的第 1 項數值；

15、12、 5、1 等按序填入新降 2 次數的表內並作逆推均差運算如下； 

 

x ：      0       3       1        2        4        5   

2p ：    30       15 

              5        12 

                  7       5 

                        1         1 

 

(d) 作新降 3 次數的運算表，將上述新降 2 次數均差運算表內自 1 階以下的第 1 項數值；

5、 7、1 等按序填入新降 3 次數的表內並作逆推均差運算如下； 

 

x ：      0       3       1        2        4        5   

3p ：   13       5 

             6      7 

                   1         1 

 

(e) 作新降 4 次數的運算表，將上述新降 3 次數均差運算表內自 1 階以下的第 1 項數值；

6、1 等按序填入新降 4 次數的表內並作逆差運算如下； 

 

x ：      0       3       1        2   

4p ：   3       6 

              1         1 

 

則由上述 5 個表格中直接取出各第 0 階的第 1 項數值，即得多項式函數如下； 
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    )(xfy 35 x 134 x 303 x 552 x 9x  

 

(f) 若以牛頓差值法運算，首先要製作出橫式原型均差運算表，如下；  

 

x ：         0      3      1       2       4       5   

y ：         9     21      7      119     133     659 

1 階：          10      7        42      7      526 

2 階：               3       7       7     173 

3 階：                  2        2      3 

4 階：                      1       4 

5 階：                            1 

 

接著自 0 階、1 階、到 5 階各取第 1 項數值，連同 x 列各數值依牛頓差值法則配型

成 下 式 ； )2)(1)(3(1)1)(3(2)3(3109)(  xxxxxxxxxxxfy  +1

)4)(2)(1)(3(  xxxxx    ，全部運算展開來，組合化簡後即得下式； 

         )(xfy 35 x 134 x 303 x 552 x 9x  

此處再度證明本節中自(a), (b), … , (e)及(f)等操作過程所取到的完全相等。 

只要熟悉上述逆推均差運算的標準操作流程，就可直取到適配多項式函數。  

 

參、結論  
[1] 整篇文意論述的主軸是：新增數據點 (0, ?)並以配合實際計算編列出的均差運算表來

逆向推演計算出常數項數值、1 次數項係數數值、2 次數項係數數值、3 次數項係數

數值、  至 n 次數項係數數值。編製出的逆推均差運算表是因著各次數級多項式； 




n

t
t

t xay
0

、 


n

t
t

t xap
1

1
1 、 


n

t
t

t xap
2

2
2 、、 11   nnn axap 的秩序規範  

而成，在比對連續相鄰的 2 運算表間相同數值數字的關聯，而領略出這一類逆推演算

列表法。最後再一舉依循各次數項係數順序排列有效力地展示出完整適配的多項式函

數。 

[2] 由所有解說分析知，只要依據標準操作流程正確完整的連續編製出同系列各逆推均差

運算表，即可順利取到各表的 y 列、 1p 列、 2p 列、等諸列第 1 項數值而迅速完成

所屬的多項式函數。期間僅需作簡單的計算數字，無須作多項式的乘加展開運算，是

非常簡便、既有巧思又能輕易上手的一種列表速算法。 

[3] 本篇是一件自我發想的專屬創意作品，在年年教學期間歷經解惑、思索、追蹤、觀摩、
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比對、參考、實作試驗等累積的經驗薰陶，而觸發出的靈感著作；藉以提供學生們實

際操作理念，使增益理解並學習到由歸納數據分析所獲取實質具體意義的能力。如今，

數值分析的效應極其強大，更真確的再體驗到數學擁有解決諸多生活與自然互動問題

的厚實功能。 
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