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從坐標的建立探索三維空間中圓錐與圓盤 
的交點 

 

張耀文  
臺北市立介壽國民中學  

壹、研究動機  
筆者和學生看期刊時，看到法國在聖誕節的時候，做

出了一個馬卡龍聖誕塔的圖片。該聖誕塔在裝填時，由於

塔高 4.4 公尺，裝入了超過 8000 個馬卡龍！塔的高度太

大，而馬卡龍的體積甚小，因此可以緊貼在聖誕塔旁邊。

我們好奇，如果今天將聖誕塔視為圓錐，並將馬卡龍視為

一平面上的圓盤（不計厚度，不能拗折）。在不同圓錐的側

邊長度、圓錐展開圖的扇形頂角角度與不同的圓盤半徑情

況下，能裝入幾個？要解決這個問題，需要先假設圓盤擺

放的角度，與解決圓盤與圓錐的交點才行。於是我們打算

用基礎數學和設定坐標來找尋答案。  

 

貳、研究目的  
一、了解展開圖為 90 度扇形的圓錐，如何放入圓盤並與圓盤相切於兩點。  

二、了解展開圖為 90 度扇形的圓錐，再依層推疊擺放半徑固定的圓盤後，最多能放置多

少個圓盤？  

三、能在圓錐的展開圖，扇形的頂角大小不同、側邊長度不同，及圓盤半徑不同的情況下，

找出擺放個數與覆蓋率（覆蓋率：
圓 盤 總 面 積

圓 錐 表 面 積
）的一般公式。 

 

參、研究過程或方法  

由於本研究必需要理解平面與空間的關係，才有辦法推算圓錐與圓盤的擺放。因此將

其分成五個步驟來處理，分別為：理解基本圓錐與圓盤關係、從方程式建構模型並觀察擺
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放情形、透過 GGB 與 AR 實境在真實空間中探索、在切點高度已知情況下推算擺放圓錐

數量、計算切點與其高度和切點連線的長度。接下來，將詳細說明本研究過程與方法：  

一、理解基本圓錐與圓盤關係：在 90 度的扇形中，放入大小相同的圓，在扇形組成圓錐  

時，圓在圓錐彎曲時的變化，如下圖所示：  

 

若邊長為𝑥，且展開圖為
ଵସ圓 (90 度 )，則所展開的扇形弧長為

ଶ×௫×గସ = ௫గଶ 。  

我們將扇形組成圓錐，看邊長與圓錐高度的關係：  

 

將此扇形組合成一個圓錐，則底圓的圓周長為
௫గଶ ，半徑𝑅，則可以算出𝑅和𝑥的關係：  

௫గଶ = 2𝜋𝑅。我們得到𝑅 = ௫ସ，ℎ = ට𝑥ଶ − (௫ସ)ଶ = √ଵହସ 𝑥。  

我們思考如何在這個圓錐中放入一個面積最大的圓盤。若只放入一個，由於圓盤厚度

不計，因此可以視為放入一顆最大的球，只要計算球的半徑，讓此球與圓錐面相切，且與

底面相切即可。透過這樣的計算，初步了解空間中的圓盤，和圓錐相切時，所產生的切點

情況。  

90° 
𝑥𝜋2  

𝑥 
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頂角張開的角度一半為𝛼，設假可以放入的最大圓為半徑𝑟，我們可以用三角函數得到： 

𝑠𝑖𝑛𝛼 = ோ௫ = ௥௛ି௥       𝑠𝑖𝑛𝛼 = ோ௫ = ௥√భఱೣర ି௥      𝑟 = √ଵହோ௫ସ(ோା௫) 
由於圓盤厚度不計，可以透過旋轉，將球視為放入無限多個圓盤。因此原本的研究為：

在頂角固定的情況下，放入最大的圓盤，並推導能放入幾個。我們將改成：當頂角固定時，

圓盤的半徑大小也固定，該如何依著圓錐曲面，按照每一層擺放。當同一層擺放完時，下

一層將重頭開始，以第一層最高點，向圓錐切出截面圓，作為新一層的底面，依此放入圓

盤。透過不同的圓盤大小，找出可以覆蓋住整個圓錐曲面的最適合答案。  

二、從方程式建構模型並觀察擺放情形：為了理解真實情況，先嘗試將數個半徑較小的圓

盤，放入一個透明的圓錐，做出類似模型，以便了解真實的情況為何。  

 

 

 

 

 

 

首先嘗試在圓錐底部放入相同大小的圓盤，然後用最傳統的方式，在第一排完成後，

再用同樣的方式，以高度固定的情況下，在第一排的圓上放入第二排。 (這裡先不嘗試交

叉放置，這會讓圓和圓切的點，與第二層的高度產生計算困難。 )為了計算適合的圓盤半

徑，我們必需先了解底部圓周，與圓錐面和底面的夾角。  
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我們知道圓錐截面與底面夾角之sin 𝜃 = ௛௫ = √ଵହସ ，cos 𝜃 = ଵସ，tan 𝜃 = √15。為了方便推測，

我們決定圓盤在放置時，都是以和圓錐曲面與底面夾角的相同角度擺放。 (這樣才能保證

每一個圓盤在擺放時不會有偏差。 )先假設此圓盤的半徑為𝑟，並讓圓盤底部和平面相切，

以角度𝜃擺放，則圓盤和圓錐會有兩個切點。將此兩個切點相連所產生的線段，為同樣平

面與圓錐相切的圓上的弦。  

 

運用 GGB，我們可以試圖用解析方式找出適合的答案。由於模型是以 A4 紙的寬做為

圓錐的側邊，因此圓錐側邊可以設定為𝑥 = 21。按此條件做出扇形頂角為 90 度的圓錐方

程式如下表示：  

–  

先在空間中畫出一條過點(0,0, ଶଵ√ଵହସ )與(0, ଶଵସ , 0)的直線，此直線方程式為：  
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𝑦 − 214214 = 𝑧− 21√154      ；    4√15𝑦 + 4𝑧 − 21√15 = 0 

此時假設直線中的一個動點為(0, 𝑦ଵ, 𝑧ଵ)，而直線中有一任意點為(𝑥, 𝑦, 𝑧)。讓這一條直線繞𝑧軸，我們可以得到關係式為：  

൜ 𝑧 = 𝑧ଵඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ = |𝑦ଵ| 
將這個關係重新代入直線方程式，可以得到：  ±4√15 × ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 4𝑧 − 21√15 = 0 ±4√15 × ඥ𝑥ଶ + 𝑦ଶ = −4𝑧 + 21√15 240(𝑥ଶ + 𝑦ଶ) = 16𝑧ଶ − 168√15𝑧 + 6615 240𝑥ଶ + 240𝑦ଶ − 16𝑧ଶ + 168√15𝑧 − 6615 = 0 

得到圓錐曲面方程式為：  240𝑥ଶ + 240𝑦ଶ − 16𝑧ଶ + 168√15𝑧 − 6615 = 0 

 

在𝑦軸上設立一動點(0, 𝑦ଶ, 0)。我們想依此動點，找出通過此點，且與圓錐曲面和底面

夾角相同的的角度𝜃之平面，並在此平面上找出一個半徑大小可以改變的球。  
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𝑦 − 214214 = 𝑧− 21√154  

⎩⎨
⎧ 𝑦 = 214 𝑡 + 𝑦ଶ𝑧 = − 21√154 𝑡, −1 ൑ 𝑡 ൑ 0 

找法向量：ቀ0, ଶଵସ 𝑡 + 𝑦ଶ, − ଶଵ√ଵହସ 𝑡ቁ ∙ ቀ0, ଶଵସ , − ଶଵ√ଵହସ ቁ = 0 

44116 𝑡+ 214 𝑦ଶ + 661516 𝑡 = 0，  𝑡 = −𝑦ଶ84  

此時法向量為：𝑁ሬሬ⃑ = (0, ଵହଵ଺ 𝑦ଶ, √ଵହଵ଺ 𝑦ଶ)  此時平面：ቀଵହଵ଺ 𝑦ଶቁ 𝑦 + ቀ√ଵହଵ଺ 𝑦ଶቁ 𝑧 = ଵହଵ଺ 𝑦ଶଶ 

我們在平面與直線上找一個動點(0, 𝑦ଷ, 𝑧ଷ)，以此動點與(0, 𝑦ଶ, 0)的距離為半徑，能找

出以(0, 𝑦ଷ, 𝑧ଷ)為圓心的球。求出此球與平面的解，即為我們要的圓盤。  

 

 

 

⎩⎨
⎧ 𝑦ଷ = 214 𝑠 + 𝑦ଶ𝑧ଷ = − 21√154 𝑠, 

𝑟 = ට(ଶଵସ 𝑠 + 𝑦ଶ − 𝑦ଶ)ଶ + (− ଶଵ√ଵହସ 𝑠)ଶ = 21𝑠 (𝑠取正 ) 
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球面方程式為：  

(𝑥 − 0)ଶ + (𝑦 − (214 𝑠 + 𝑦ଶ))ଶ + (𝑧 + 21√154 𝑠)ଶ = 441𝑠ଶ 

𝑥ଶ + (𝑦 − (214 𝑠 + 𝑦ଶ))ଶ + (𝑧 + 21√154 𝑠)ଶ = 441𝑠ଶ  
在此平面的圓方程式  

⎩⎪⎨
⎪⎧ ൬1516 𝑦ଶ൰ 𝑦 + ቆ√1516 𝑦ଶቇ 𝑧 = 1516 𝑦ଶଶ

𝑥ଶ + (𝑦 − (214 𝑠 + 𝑦ଶ))ଶ + (𝑧 + 21√154 𝑠)ଶ = 441𝑠ଶ 

 

求出此圓方程式和圓錐的解，可以看到若有交點時，會有四組解，若能求出兩組解，

則這兩組解就是圓盤和圓錐的切點，可依此為基礎求得切點連線的高度與長度。  

 

 

  

 

⎩⎪⎨
⎪⎧ ൬1516 𝑦ଶ൰ 𝑦 + ቆ√1516 𝑦ଶቇ 𝑧 = 1516 𝑦ଶଶ

𝑥ଶ + (𝑦 − (214 𝑠 + 𝑦ଶ))ଶ + (𝑧 + 21√154 𝑠)ଶ = 441𝑠ଶ240𝑥ଶ + 240𝑦ଶ − 16𝑧ଶ + 168√15𝑧 − 6615 = 0
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將建構的模型分析，如下說明：  

 

如 左 圖 ， 當 圓 盤 接 近

時，和圓錐產生四個交

點。此時上述的方程式

就會有四組解。換句話

說 ， 至 少 須 解 開𝑥、𝑦 、𝑧 的 四 次 方 程

式。  

 

從另一個角度來觀察，

這四個點的情形。圓盤

不斷靠近圓錐，這四個

點會愈來愈靠近。交點

情況也會逐漸改變。  

 

當 圓 盤 和 圓 錐 交 於 兩

點，可以將此兩點連結

起來，成一條線段。此

時 以 該 條 線 段 的 高 度

為 基 礎 ， 對 於 圓 錐 而

言，其截面圖為一個圓

形，該條線段則為圓上

的一條弦。  

 

 

 



科學教育月刊 第 449 期 中華民國 111 年 6 月 

- 30 - 

三、透過 GGB 與 AR 實境，在真實空間中探索：為了能真實了解圖形的變化，與視角不

同 的 情 況 下 所 觀 察 的 情 形 ， 我 們 運 用 了 GGB （ GeoGebra ） 手 機 版 ， 與 它 的 AR

（Augmented Reality），將其放在真實情境中，方便我們觀察。使用步驟與說明呈現

如下列所示：  

 

 

 

下載 GGB 相關 APP，選擇

3D 計算機或 GeoGebraAR。 

此時會出現空間坐標，選擇您

所要呈現的位置。  

輸入方程式後，即可呈現圖

形於攝影機的實物中。  

  

 

視角：從前方觀察交點況  視角：從後方觀察交點情況  視角：從底部觀察內部情形  
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四、在切點高度已知情況下推算擺放圓錐數量：由於切點高度較難推算，因此放在研究的

第五步驟。在此，我們先假設這條弦和圓盤最底部的長度為𝑦ଵ。由於保持相同的夾角，

這時候弦的高度為：𝑦ଵ sin 𝜃 = √ଵହସ 𝑦ଵ。  

我們可以先算出此圓錐在此高度下，所產生的圓的半徑：  

 

這時候高度使得截面圓的半徑為ቀ√ଵହସ 𝑥 − √ଵହସ 𝑦ଵቁ 𝑐𝑜𝑡𝜃 = √భఱర ௫ି√భఱర ௬భ√ଵହ = ௫ି௬భସ  

再從高度為
√ଵହସ 𝑦ଵ，推出此時圓錐在此高度時，此高度下的截面圓。我們能算出此高度

和圓盤半徑的關係：  

 

用勾股定理可以得到弦長為：2ඥ𝑟ଶ − (𝑦ଵ − 𝑟)ଶ = 2ඥ2𝑟𝑦ଵ − 𝑦ଵଶ 
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我們定義此弦所展開的角度𝛼ଵ，再用餘弦定理算出角度如下所示：  (2ඥ2𝑟𝑦ଵ − 𝑦ଵଶ)ଶ = (𝑥 − 𝑦ଵ4 )ଶ + (𝑥 − 𝑦ଵ4 )ଶ − 2(𝑥 − 𝑦ଵ4 )(𝑥 − 𝑦ଵ4 ) cos 𝛼ଵ 

4(2𝑟𝑦ଵ − 𝑦ଵଶ) = 2(𝑥 − 𝑦ଵ4 )ଶ − 2(𝑥 − 𝑦ଵ4 )ଶ cos 𝛼ଵ 4(2𝑟𝑦ଵ − 𝑦ଵଶ) = 2 ቀ𝑥 − 𝑦ଵ4 ቁଶ (1 − cos 𝛼ଵ) cos 𝛼ଵ = 1 − 32(2𝑟𝑦ଵ − 𝑦ଵଶ)𝑥ଶ − 2𝑥𝑦ଵ + 𝑦ଵଶ = 𝑥ଶ − 2𝑥𝑦ଵ + 33𝑦ଵଶ − 64𝑟𝑦ଵ𝑥ଶ − 2𝑥𝑦ଵ + 𝑦ଵଶ  

𝛼ଵ = cosିଵ 𝑥ଶ − 2𝑥𝑦ଵ + 33𝑦ଵଶ − 64𝑟𝑦ଵ𝑥ଶ − 2𝑥𝑦ଵ + 𝑦ଵଶ  

 

事實上，圓盤和圓盤的切點和圓盤與圓錐的切點不同，但由於誤差非常小，因此為了

研究方便，這裡假定為同一點。接下來，我們再放上第二層。然而第二層是以剛才圓盤的

頂端為基礎，因此必需要再計算一次。我們可以知道高度為：2𝑟 sin 𝜃 = 2𝑟 × √ଵହସ = √ଵହଶ 𝑟。以

此高度為基礎，這個高度在圓錐的底圓半徑為：  

(ℎ − √ଵହଶ 𝑟) 𝑐𝑜𝑡 𝜃 = (√ଵହସ 𝑥 − √ଵହ௥ଶ ) × ଵ√ଵହ = ௫ିଶ௥ସ 。  

我們以這個截面圓為底部，再一次放上圓盤。設圓盤與圓錐曲面切點連線的長度為𝑦ଶ。
此時的高度為

√ଵହସ 𝑦ଶ，這時候的總高度為：
√ଵହଶ 𝑟 + √ଵହସ 𝑦ଶ。截面圓半徑為：  

(ℎ − √ଵହଶ 𝑟 − √ଵହସ 𝑦ଶ) cot 𝜃 = ቀ√ଵହସ 𝑥 − √ଵହଶ 𝑟 − √ଵହସ 𝑦ଶቁ × ଵ√ଵହ = ௫ସ − ௥ଶ − ௬మସ = ௫ିଶ௥ି௬మସ 。  
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用勾股定理可以得到弦長為：2ඥ𝑟ଶ − (𝑦ଶ − 𝑟)ଶ = 2ඥ2𝑟𝑦ଶ − 𝑦ଶଶ 

我們重覆排第一排圓盤時所用的方式，算出弦長與角度，推出其關係式如下：  

 

此時，我們能用餘弦定理：  

(2ඥ2𝑟𝑦ଶ − 𝑦ଶଶ)ଶ = (𝑥 − 2𝑟 − 𝑦ଶ4 )ଶ + (𝑥 − 2𝑟 − 𝑦ଶ4 )ଶ − 2(𝑥 − 2𝑟 − 𝑦ଶ4 )(𝑥 − 2𝑟 − 𝑦ଶ4 ) cos 𝛼ଶ 

4(2𝑟𝑦ଶ − 𝑦ଵଶ) = 2(𝑥 − 2𝑟 − 𝑦ଶ4 )ଶ − 2(𝑥 − 2𝑟 − 𝑦ଶ4 )ଶ cos 𝛼ଶ 

cos 𝛼ଶ = 1 − 32(2𝑟𝑦ଶ − 𝑦ଶଶ)(𝑥 − 2𝑟)ଶ − 2(𝑥 − 2𝑟)𝑦ଶ + 𝑦ଶଶ 

                           = (𝑥 − 2𝑟)ଶ − 2(𝑥 − 2𝑟)𝑦ଶ + 33𝑦ଶଶ − 64𝑟𝑦ଶ(𝑥 − 2𝑟)ଶ − 2(𝑥 − 2𝑟)𝑦ଶ + 𝑦ଶଶ  

𝛼ଶ = cosିଵ (𝑥 − 2𝑟)ଶ − 2(𝑥 − 2𝑟)𝑦ଶ + 33𝑦ଶଶ − 64𝑟𝑦ଶ(𝑥 − 2𝑟)ଶ − 2(𝑥 − 2𝑟)𝑦ଶ + 𝑦ଶଶ  

我們若不用方程式，透過每一層的切點高度，都能算出該層切點連線形成的弦所佔的

圓心角，從而推出能擺放幾個圓盤，我們可以推得固定的算式：  

𝑦ଶ − 𝑟 𝑟 

𝑟 

2ට2𝑟𝑦ଶ − 𝑦
𝑥 − 2𝑟 − 𝑦ଶ4

𝛼ଶ  
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﹙一﹚先找出擺放時，最底層圓的半徑為：
௫ିଶ௡௥ସ ，𝑛 + 1代表擺放的位層。  

﹙二﹚我們固定圓盤半徑為𝑟，而且以圓錐曲面和底面同角度擺放。每一次擺放所和圓錐

曲面切到 2 點，在圓盤上的長度為𝑦௡，我們可以得知，此時高度為
௫ିଶ௡௥ି௬೙ସ  

﹙三﹚我們能推得該圓盤與圓錐所切的兩點，其在圓盤上的弦長度為2ඥ2𝑟𝑦௡ − 𝑦௡ଶ 

﹙四﹚從弦長度，我們能得知弦所需要的圓心角為  

𝛼௡ = cosିଵ (𝑥 − 2𝑛𝑟)ଶ − 2(𝑥 − 2𝑛𝑟)𝑦௡ + 33𝑦௡ଶ − 64𝑟𝑦௡(𝑥 − 2𝑛𝑟)ଶ − 2(𝑥 − 2𝑛𝑟)𝑦௡ + 𝑦௡ଶ  

五、計算切點與其高度和切點連線的長度：只要能算出圓盤和圓錐所產生的切點，及其高

度，我們就能利用步驟三的方法，將每一層所能擺放的圓盤數量求出。並依此往上擺

放，進而推算出圓盤的總數量。我們決定用坐標化的方式解決。  

 

𝑥 = 4𝑅ଵ 𝑅ଵ = 14 𝑥 

sin 𝜃 = √154  

cos 𝜃 = 14 

[圓盤的坐標與角度 ] 

 

 

設一點𝑃位於圓盤的底部，我們建立一個直

角坐標，此時𝑃為原點(0,0)，圓心為(0, 𝑟)，

若 𝑃 點 向 上 轉 𝛽 度 ， 此 時 𝑃 點 坐 標 為 ：(𝑟 sin 𝛽 , 𝑟 − 𝑟 cos 𝛽) 
我 們 假 定 ， 當 點 𝑃轉 了 𝛽度 時 ， 會 和 圓 錐 相

切。  

[圓盤與圓錐的側面圖 ] 

 

 

 

當 圓 盤 放 入 圓 錐 時 ， 由 於 我 們 要 保 持 相 同

角度，因此圓盤會傾斜𝜃角，此時用空間來

觀察，發現點𝑃向上提高  

(𝑟 − 𝑟 cos 𝛽) sin 𝜃 = √154 𝑟(1 − cos 𝛽) 

點𝑃向內移動了  

(𝑟 − 𝑟 cos 𝛽) cos 𝜃 = 14 𝑟(1 − 1 cos 𝛽) 

𝛽 𝑃(𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝛽 , 𝑟 − 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝛽) 𝑃
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以 上 是 指 圓 盤 放 在 圓 錐 表 面 時 的 情 況 ， 若

放入圓錐內部，並和圓錐相切時，圓盤的放

置 位 置 會 向 內 移 動 𝒌， 因 此 實 際 上 𝑃點 向 內

移動了  𝑘 + (𝑟 − 𝑟 cos 𝛽) cos 𝜃 = 𝑘 + 14 (𝑟 − 𝑟 cos 𝛽) 

[圓錐的側面圖 ] 

 

 

 

 

 

若以點𝑃的高度為基礎，則圓錐在此高度時

的截面圓半徑𝑅ଵ如下所示：  𝑟(1 − cos 𝛽) cos 𝜃 = 14  𝑟(1 − cos 𝛽) 𝑟(1 − cos 𝛽) sin 𝜃 = √154  𝑟(1 − cos 𝛽) ቈ√154 𝑥 − √154  𝑟(1 − cos 𝛽)቉ ：
√154 𝑥= 𝑅ଵ：

14 𝑥 √154 𝑥 × 𝑅ଵ = 14 𝑥 × ቈ√154 𝑥 − √154  𝑟(1 − cos 𝛽)቉ 

𝑅ଵ = 1√15 × ቈ√154 𝑥 − √154  𝑟(1 − cos 𝛽)቉ 𝑅ଵ = 14 [𝑥 −  𝑟(1 − cos 𝛽)] 
[從頂點向下看截面圓與圓盤點 𝑃的俯視圖 ] 

 

 

 

 

 

 

在推算點𝑃在相同高度時，和截面圓的圓心

距 離 ， 是 否 等 於 截 面 圓 的 半 徑 ？ 若 是 距 離

等於半徑，代表此時點𝑃和圓錐相切！此時

就 能 得 知 圓 盤 放 入 圓 錐 時 相 切 的 高 度 ， 並

得 到 切 點 連 線 所 形 成 的 截 面 圓 的 弦 ， 進 而

推 算 圓 盤 所 佔 據 的 角 度 ， 再 算 出 第 一 層 可

以擺放幾個圓盤。  

 
 
 

我們用兩點的距離公式，計算點𝑃到圓心的距離，等於相同高度時的截面圓半徑。  

ට(−𝑟 sin 𝛽)ଶ + ቂଵସ 𝑥 − (𝑘 + 𝑟(1 − cos 𝛽) cos 𝜃)ቃଶ = ଵସ (𝑥 − 𝑟(1 − cos 𝛽))，  

(0, ଵସ 𝑥)
1 

(0,0) 𝑃 ൬𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝛽 , 𝑘 + 14 𝑟(1 − 1 𝑐𝑜𝑠 𝛽൰ 

 



科學教育月刊 第 449 期 中華民國 111 年 6 月 

- 36 - 

兩邊平方後，可以得到下列式子：  

(𝑟 sin 𝛽)ଶ + ቂଵସ 𝑥 − ൬𝑘 + ଵସ 𝑟(1 − cos 𝛽)൰ቃଶ = ቂଵସ (𝑥 − 𝑟(1 − cos 𝛽))ቃଶ
。  

 

將兩邊式子展開後，得到下列關係式：  

𝑟ଶ sinଶ 𝛽 + ଵଵ଺ 𝑥ଶ − ଵଶ 𝑥 ൬𝑘 + ଵସ 𝑟(1 − cos 𝛽)൰ + (𝑘 + ଵସ 𝑟(1 − cos 𝛽))ଶ = ቂଵସ (𝑥 − 𝑟(1 − cos 𝛽))ቃଶ
，  

𝑟ଶ (1 − cosଶ 𝛽) + 116 𝑥ଶ − 12 𝑥𝑘 − 18 𝑥𝑟 + 18 𝑥𝑟 cos 𝛽 + 𝑘ଶ + 12 𝑘𝑟(1 − cos 𝛽) + 116 𝑟ଶ(1 − cos 𝛽)ଶ = ଵଵ଺ 𝑥ଶ − ଵ଼ 𝑥𝑟 + ଵ଼ 𝑥𝑟 cos 𝛽 + ଵଵ଺ 𝑟ଶ(1 − cos 𝛽)ଶ。  

 

化簡得到下列關係式：  𝑟ଶ − 𝑟ଶ cosଶ 𝛽 − ଵଶ 𝑥𝑘 + 𝑘ଶ + ଵଶ 𝑘𝑟(1 − cos 𝛽) = 0 。  

我們發現，這是變數𝑘與變數𝑟的二元二次方程式，可透過配方法解方程式：  2𝑟ଶ − 2𝑟ଶ cosଶ 𝛽 − 𝑥𝑘 + 2𝑘ଶ + 𝑘𝑟 − 𝑘𝑟 cos 𝛽 = 0 , 
化簡得到下列式子：  

17𝑘ଶ − 8(𝑥 − 𝑟)𝑘 + 16𝑟ଶ = 8( 𝑘2√2 + √2𝑟 cos 𝛽)ଶ 

透過一元二次方程式公式解，將左式因式分解如下：  ቂ17𝑘 − ቀ4(𝑥 − 𝑟) + 4ඥ(𝑥 − 𝑟)ଶ − 17𝑟ଶቁቃ ቂ17𝑘 − ቀ4(𝑥 − 𝑟) − 4ඥ(𝑥 − 𝑟)ଶ − 17𝑟ଶቁቃ = 8( 𝑘2√2 + √2𝑟 cos 𝛽)ଶ 

將式子整理過後，得到式子如下：  

cos 𝛽 = −𝑘 ± ටቂ17𝑘 − ቀ4(𝑥 − 𝑟) + 4ඥ(𝑥 − 𝑟)ଶ − 17𝑟ଶቁቃ ቂ17𝑘 − ቀ4(𝑥 − 𝑟) − 4ඥ(𝑥 − 𝑟)ଶ − 17𝑟ଶቁቃ4𝑟  

此時，cos 𝛽的值會有兩個答案，因為三角函數的特性𝑐𝑜𝑠(−𝛽) = 𝑐𝑜𝑠𝛽，所以當我們決定cos 𝛽
值時，兩個答案會出現四個切點。如下所示：  
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如圖所示，當圓盤靠近圓錐時，會出現四個切點，兩種𝑐𝑜𝑠值。  

 

我們要找出圓盤和圓錐的切點，則只會出現兩個切點，也代表著根號中的方程式為0，
如下所示：  17𝑘 − ቀ4(𝑥 − 𝑟) ± 4ඥ(𝑥 − 𝑟)ଶ − 17𝑟ଶቁ = 0 ，  

因此可算出𝑘值如下表示：  

𝑘 = ቀସ(௫ି௥)±ସඥ(௫ି௥)మିଵ଻௥మቁଵ଻ 。  

以上的式子會有正負兩個答案，必需由實際上的操作來做決定。當擺放一直往內移動

時，切點會從四個成為兩個，此時答案即為我們所要的結果。然而，若再一直往內移動，

則圓盤會和圓錐的另一邊開始出現兩個切點，當圓盤在另一側出現兩個切點時，圓盤必需

穿出圓錐才有辦法。如下所示：  

  

隨著圓盤的接近，會和圓錐出現四個切點。 當圓盤往內移，切點會逐漸靠近，成兩個。 
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當圓盤往內移 超過範圍，又 會出現四個切 點。 最後，圓盤又 會和圓錐交於 兩點。  

根據實際操作與圖形和數據顯示的結果，取負號即可呈現，即：  

𝑘 = ቀସ(௫ି௥)ିସඥ(௫ି௥)మିଵ଻௥మቁଵ଻ 。  

因此可以得到，圓盤和圓錐切兩點時，所得到的角度如下：  cos 𝛽 = ିቀସ(௫ି௥)ିସඥ(௫ି௥)మିଵ଻௥మቁ଺଼௥ ，  

    此時切點的高度為：  𝑟(1 − cos 𝛽)𝑠𝑖𝑛𝜃 ，  

    切點連線的長度為：  2𝑟ඥ1 − 𝑐𝑜𝑠ଶ𝛽。  

    此時，與該長度所處的相同高度下，截面圓的半徑為：  𝑅ଵ = 𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥 − 𝑟(1 − 𝑐𝑜𝑠𝛽))，  

    而此連線長度，成為截面圓的弦，此弦所展開的角度為：  

𝑐𝑜𝑠𝛼ଵ = (௖௢௦ఏ(௫ି௥(ଵି௖௢௦ఉ)))మିଶ௥మ(ଵି௖௢௦మఉ)(௖௢௦ఏ(௫ି௥(ଵି௖௢௦ఉ)))మ ，  

𝛼ଵ = cosିଵ (௖௢௦ఏ(௫ି௥(ଵି௖௢௦ఉ)))మିଶ௥మ(ଵି௖௢௦మఉ)(௖௢௦ఏ(௫ି௥(ଵି௖௢௦ఉ)))మ 。  

接下來，重覆前四個步驟，以第一排的圓盤，在放置cos 𝜃之後的頂端高度做為基準，

再放置第二層的圓盤，依此類推。可以得到每一次放置圓盤時，必須往圓錐內移動的距離

為：  



從坐標的建立探索三維空間中圓錐與圓盤的交點 

- 39 - 

𝑘௡ = ቀସ(௫ି(ଶ௡ିଵ)௥)ିସඥ(௫ି(ଶ௡ିଵ)௥)మିଵ଻௥మቁଵ଻ 。  

    圓盤和圓錐所切的點，以圓盤最底部的角度為 0 度開始，每一層和圓錐所切的角

度為：  

cos 𝛽𝑛 = −൫4(𝑥 − (2𝑛 − 1)𝑟) − 4ඥ(𝑥 − (2𝑛 − 1)𝑟)ଶ − 17𝑟ଶ൯68𝑟  

此時，與該長度所處的相同高度下，截面圓的半徑為：  𝑅ଵ = 𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥 − (2𝑛 − 1)𝑟(1 − 𝑐𝑜𝑠𝛽)) ，  

而此連線長度，成為截面圓的弦，此弦所展開的角度為：  

𝛼௡ = cosିଵ (𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥 − (2𝑛 − 1)𝑟(1 − 𝑐𝑜𝑠𝛽)))ଶ − 2((2𝑛 − 1)𝑟)ଶ(1 − 𝑐𝑜𝑠ଶ𝛽)(𝑐𝑜𝑠𝜃(𝑥 − (2𝑛 − 1)𝑟(1 − 𝑐𝑜𝑠𝛽)))ଶ  

肆、結論  

  一、表示圓盤與圓錐相切的相關公式如下：  

     （一）擺放圓盤時，必需從圓錐表面向內移動的距離為： 

𝑘௡ = ቀସ(௫ି(ଶ௡ିଵ)௥)ିସඥ(௫ି(ଶ௡ିଵ)௥)మିଵ଻௥మቁଵ଻ 。  

     （二）圓盤和圓錐相切時，從圓盤最低點到切點所夾的角度為： 

cos 𝛽௡ = ିቀସ(௫ି(ଶ௡ିଵ)௥)ିସඥ(௫ି(ଶ௡ିଵ)௥)మିଵ଻௥మቁ଺଼௥ 。  

     （三）圓盤切點連線，成為同高度的切面圓的弦長，所展開的圓心角為： 

𝛼௡ = cosିଵ (௖௢௦ఏ(௫ି(ଶ௡ିଵ)௥(ଵି௖௢௦ఉ)))మିଶ((ଶ௡ିଵ)௥)మ(ଵି௖௢௦మఉ)(௖௢௦ఏ(௫ି(ଶ௡ିଵ)௥(ଵି௖௢௦ఉ)))మ 。  

（四）同一層下，可以擺放的圓盤個數為： 

[360𝛼௡ ] 
    二、頂角 90 度、側邊長度 21 公分、圓盤半徑為 1.5 公分時，總共能擺5層、32個圓

盤。其覆蓋率為0.653。  

    三、頂角 90 度、側邊長度 21 公分，搭配不同圓盤半徑時，最佳圓盤半徑為 2.3；最

佳覆蓋率為 0.576。此時總共可以擺 3 層，共 12 個。  

由於是第一次嘗試由平面研究至立體研究，而在此所選擇的方式是一排一排向上放置。
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是否此方式為最好？有沒有其它排列方法，可以放入更多的圓盤？當成本有限，在規畫聖

誕塔時，如何在成本考量下，思考圓錐頂角改變時，圓盤的半徑設為多少為最好？能否求

得最佳化的算式或公式？這些問題，需要再多做一些立體的研究，能找到適合的幾何特性，

期待日後可以解決這些問題。  

 

參考資料及其他  
南一書局主編（民 105）。國中數學課本第五冊第二章：圓的性質。台北：南一書局。  

臺北市立建國高級中學數學領域（民 100）。數學補充教材第一冊。台北：建國中學。  

Ron Lancaster (2015), Macaron Math. Mathematica Teacher Vol.108, No. 5 December 2014/ 

January 2015. 

GeoGebra AR 官網，檢自：https://www.geogebra.org。 (Jun. 10, 2021) 

朱蘊鑛、徐世敏 (譯 )(民  99)。微積分第 9 版 (原作者 : Dale Varberg, Edwin J. Purcell, Steven 

E. Rigdon)。東華出版社。 (原著出版年 : 2006)  

 

 
 


