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淺談分數化小數的分類 

 

朱亮儒  
國立臺灣師範大學  數學系  

壹、前言  

我們知道 每 一個分數
b
a

 (其中 ,a b 為整數 )化 成小數時 ， 都是有限 小 數或無限 的 循環

小數。事實上，在 ,a b互質的情況下，當分母 2 5ka    時，其中 , 0k  ，分數
b
a

化成

的小數都是有限小數；而當分母 a 有異於 2 和 5 的質因數時，分數
b
a

化成的小數都是無

限的循環小數。關於小數與分數轉換的運算，可參考  [1,2,3,4,5,7]。又無限的循環小數可

分 成 含 有 不 循 環 節 的 混 循 環 小 數  (mixed recurring decimal) 及 沒 有 不 循 環 節 的 純 循 環 小

數  (pure recurring decimal)；例如：  

        
13 65 0.65
20 100

    （有限小數）  

        
17 52 2.8333 2.83
6 6
      （混循環小數）  

1 0.142857142857 0.142857
7
    （純循環小數）  

17 61 1.5454 1.54
11 11

      （純循環小數）  

本作品的目的是想透過基本且簡單的數學知識，重新詮釋循環小數的相關問題，特別

是以下兩個主要的目標：  

  一、找出哪些分數可以化成純循環小數？又有哪些分數可以化成混循環小數？  

  二、找出循環小數的不循環節長度及循環節的長度。  
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貳、分數的分類  

每一個分數都可以寫成
b
a

，其中 a 是正整數，而 b 為整數。當 1a  ，且 a 與 b 互質

時(記為 ( , ) 1a b  )，則稱
b
a

為最簡分數 (irreducible fraction 或 fraction in lowest term)。我

們不 難理 解 每一 個不 是 整數 的分 數 都可 以表 成 最簡 分數 的 形式 ，而 且 這種 表示 法 是唯 一

的。為了符號方便起見，我們以 ( )D x 表示由分數 x化成的小數，並將所有不是整數的分

數 x分成以下三類的集合： 

        ( )A x D x 是有限小數 ， 

        ( )B x D x 是純循環小數 ， 

        ( )C x D x 是混循環小數 。 

很顯然地，分數
b
a

與
b
a

 化成小數時，其小數的屬性(有限小數或純循環小數或混循

環小數)是相同的；因此，本篇作品後續的討論僅須侷限在正分數上即可。另一方面，最

簡分數
b
a

可表成
b rq
a a
  ，其中 ,q r 均為整數，且 0 r a  ；又

b
a

與
r
a

化成小數的

屬性也相同，因此，只須探討
b
a

為真分數的情況，即 0 b a  。 

同時，我們也引入同餘的符號如下：設 n 為正整數， ,a b 是任意整數，當 n 可以整除

a b 時，就稱在模 n 之下， a 與 b 同餘 (congruence)，記作 (mod )a b n ；亦即 a 與 b
除以 n 有相同的餘數。例如： 16 1 (mod 3) ，又如： 2 5 (mod 7)  。 

首先，我們給出最簡分數
b A
a
 的充要條件，如下所述： 

定理 1. 分數 x A 的充要條件為 x 的最簡分數
b
a

之分母 a 可以表成 2 5k   的形式， 

       其中 ,k  均為非負整數，且至少有一數是正整數。 

【證】（充分性）設 2 5ka    。則 

2 5
2 5 10

k

k k

b b bx
a 

 
  





  ， 
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 顯然是一個有限小數。因此，
bx A
a

  。 

（必要性）若
bx A
a

  ，由
b
a

為正分數，且 0 b a  ，可令 1 20. n
b r r r
a
  。由此可得 

                 
1 2

1 20.
10

n
n n

r r rbx r r r
a

  
 。 

 兩邊通分可得到 1 210n nb a r r r    。又 ( , ) 1a b  ，故 a 為 10n 的因數， 

 因此， a 可以表成 2 5k  的形式。 

    由定理 1 可知：當最簡分數
b
a

的分母 a 有異於 2 和 5 的質因數時，其化成的小 

數 ( )bD
a

必為無限小數。接著，為了要找出最簡分數
b B
a
 及

b C
a
 的充要條件， 

我們需要以下的引理： 

 

引理. 設 np 是數字均為 1 的 n 位數，即 1 2 31, 11, 111,p p p   。若正整數 a 滿足 

     ( ,10) 1a  ，則 a 必為某一個 np 的因數。 

【證】考慮 1 2 1, , , ap p p  分別除以 a 的餘數，由鴿籠原理可知：必有兩數的餘數相等。   

       可設 i j 使得 (mod )i jp p a ，即 0 (mod )i jp p a  。又 

                 
111 1000 0 10 j

i j i j
i j j

p p p 


     ， 

       因此， a 為 10 j
i jp   的因數。又 ( ,10) 1a  ，故 a 為 i jp  的因數。 

 

定理 2. 分數 x B 的充要條件為 x 的最簡分數
b
a

之分母 a 滿足 ( ,10) 1a  (即 a 與 10  

       互質)。 

【證】僅須考慮最簡分數
b
a

為正分數且 0 b a  的情況。 

     （充分性）若 ( ,10) 1a  ，由引理得知： a 為某一個 np 的因數。可設 np ka ，因此， 

        
9 9
9 10 1n

n n

b kb kb kbx
a p p

   


。 
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由 1 b a  ，得 9 10 1 10n nkb    ，故 9kb 至多為 n 位數。可設 1 29 mkb s s s   

為 m 位數，其中 1 m n  。由此可得 

        
1 2

1 20.00 0
10 1

m
mn

n m

s s sbx s s s
a 

  

   (當 m n ) 或 1 20. ns s s (當 m n )  

        為純循環小數，故
bx B
a

  。 

    （必要性）若
bx B
a

  ，則可設
1 2

1 20.
10 1

n
n n

r r rb r r r
a
 


 。兩邊通分，可以得到

1 2(10 1)n
nb a r r r     。又 ( , ) 1a b  ，故 a 為 10 1n  的因數，因此， ( ,10) 1a  。 

 

定理 3. 分數 x C 的充要條件為 x 的最簡分數
b
a

之分母 a 有異於 2 和 5 的質因數， 

且 ( ,10) 1a   (即 a 與 10 不互質)。 

【證】 因為 A B C  是所有不為整數的分數所成的集合，且這三個集合 , ,A B C 兩兩互 

       斥，因此，最簡分數
b C
a
 的充要條件為

b A
a
 且

b B
a
 。 

       由定理 1，最簡分數
b A
a
 的充要條件為分母 a 的質因數僅可能為 2 和 5 ； 

   故
b A
a
 的充要條件為分母 a 有異於 2 和 5 的質因數。又由定理 2，最簡分數  

   
b B
a
 的充要條件為 ( ,10) 1a  ；故

b B
a
 的充要條件為 ( ,10) 1a  。因此， 

    最簡分數
bx C
a

  的充要條件為分母 a 有異於 2 和 5 的質因數，且 ( ,10) 1a  。 

     關於加法的封閉性（closedness），顯然集合 A 對加法有封閉性，但集合 B 與 C 則無。

例如：
1 20.3 , 0.6
3 3

B   ，但
1 2 1
3 3

B   ；而
11 290.12 , 0.32
90 90

C   ， 

但
11 29 4 0.4
90 90 9

C    。對此性質，我們整理出以下的推論： 

推論. 設
b
a

與
d
c

都是最簡分數。 

     (1) 若 ,b d A
a c

 ，則
b d A
a c
  。 
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     (2) 若 ,b d B
a c

 ，且 a c ，則
b d B
a c
  。 

     (3) 若 ,b d C
a c

 ，且 ( , ) 1a c  ，則
b d C
a c
  。 

【證】(1)  任意兩個有限小數相加仍為有限小數，因此，集合 A 對加法有封閉性。 

      (2)  令
b d ad bc
a c ac


  化簡後的分數為

q
p

，其中 1p  。由定理 2 知：( ,10) 1a     

          且 ( ,10) 1c  ；因此， ( ,10) 1ac  。又 p 是 ac 的因數，故 ( ,10) 1p  。欲證   

      明
q B
p
 ，還須證明 1p  。假設 1p  ，則 ad bc acq  。由 ( )a cq d bc  ， 

且 ( , ) 1a b  ，得知 a 是 c 的因數。同理，由 ( )c aq b ad  ，且 ( , ) 1c d  ，得 

      知 c 也是 a 的因數；又 ,a c 都是正整數，故 a c ，矛盾！因此， 1p  。 

      (3)  設 ,b d
a c

化成混循環小數後，其小數點後不循環節的長度分別為 ,k 。令 

          max{ , }k  表示 ,k 中較大的數，則
max{ , }10 kb

a
 

與
max{ , }10 kd

c
 

都是純循環小

數。又當它們化成最簡分數時，其分母不會相同，證明如下：假設它們的最簡

分數分別為
q
p

與
r
p

(分母同為 p )。顯然， p 是 a 的因數，也是 c 的因數。利

用定理 3，a 有異於 2 和 5 的質因數且 ( ,10) 1a  ；又 ( , ) 1a b  ，可推得 1p  ；

故 ( , ) 1a c  ，此與題設條件矛盾。因此，由(2)可知：  

               
max{ , } max{ , }10 10k kb d B

a c
    

， 

          故 

               
max{ , } max{ , } max{ , }10 10 10k k kb d b d C

a c a c
 

       
 

  
。 

 

參、進一步的申論  

     最後，我們要進一步探究的問題是『當最簡分數
b
a

化成的小數 ( )bD
a

為混循環 

小數時，即
b C
a
 ，其小數點後不循環節的長度又是如何？』。 
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定理 4. 若最簡分數
b
a

的分母 2ka p  ，其中 1, 1k p  ，且 ( ,10) 1p  ，則 ( )bD
a

 為 

       混循環小數，且小數點後不循環節的長度為 k 。 

【證】僅須考慮最簡分數
b
a

為正分數且 0 b a  的情況。由定理 3，可知：
b C
a
 ，即

( )bD
a

為混循環小數。由
1 5

2 10

k

k k

b b b
a p p


  


及 ( ,10) 1p  ，可推得：

5k b
p


仍為最簡分數。由定理 2，得知：
5k b B
p


 ，故可令 

        1 2 1 2
5 .
k

n m
b r r r s s s
p


   。 ( n 位數的整數及 m 位循環節) 

又
5 10
k

kb
p


 ，得知
5k b
p


至多為 k 位數，故 n k 。因此，   

1 2 1 2 1 2 1 2
1 . 0.00 0

10 n m n mk

k m

b r r r s s s r r r s s s
a
      ， 

其小數點後的不循環節長度為 k 。 

 

定理 5. 若最簡分數
b
a

的分母 5ka p  ，其中 1, 1k p  ，且 ( ,10) 1p  ，則 ( )bD
a

為 

       混循環小數，且小數點後不循環節的長度為 k 。 

【證】在定理 4 的證明過程中，互換數字 2 與 5 的角色，即可得到同樣的證明。 

 

定理 6. 若最簡分數
b
a

的分母 2 5ka p   ，其中 , 1, 1k p  ，且 ( ,10) 1p  ， 

       則 ( )bD
a

為混循環小數，且小數點後不循環節的長度為 max{ , }k  。 

【證】僅須考慮最簡分數
b
a

為正分數且 0 b a  的情況。由定理 3，可知：
b C
a
 ， 

故 ( )bD
a

為混循環小數。當 k   時，
1

10k
b b
a p
  ，其中

b
p

仍為最簡分數。 

由定理 2，得知：
b B
p
 ，故可令 
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        1 2 1 2.n m
b r r r s s s
p
   。 ( n 位數的整數及 m 位循環節) 

      又 10kb
p
 ，得知

b
p

至多為 k 位數，故 n k 。因此，   

              1 2 1 2 1 2 1 2
1 . 0.00 0

10 n m n mk

k m

b r r r s s s r r r s s s
a
      ， 

      其小數點後的不循環節長度為 k 。 

           另一方面，若 k   ，不失一般性，可設 max{ , } 1k k    ，則 

                       
1

10 2k
b b
a p 

  。 

      其中
2k
b
p 

仍為最簡分數。利用定理 2，可知：
2k
b B
p 


，再由定理 4， 

      得知其小數點後不循環節的長度為 k  。因此，
1

10 2k
b b C
a p  

  ，且其 

      小數點後不循環節的長度為 ( )k k    。證畢！ 

 

    至於循環小數的循環節長度為何，目前尚無一個良好的直接計算法則。以下的定理 

提供循環節長度的一個上界： 

 

定理 7. 若循環小數 x 化成的最簡分數為
b
a

，則 x 的小數點後循環節的長度不超過 1a  。 

       更進一步地，若 ,k  分別為 x 的小數點後不循環節與循環節的長度，則 

       10 10 (mod )k k a  。 

【證】僅須考慮最簡分數
b
a

為正分數且 0 b a  的情況。由於
bx B C
a

   ，我們 

      分以下兩種情況來討論：  

      情況一：當
bx B
a

  時， x 為純循環小數，可令 1 2 30.b q q q q
a
  。事實上， 

若以長除法求 b a 所得的餘數依次為 1 2 3, , ,r r r ，則所有的餘數 0ir   

          （否則 x 為有限小數），且 1 110 i i ir a q r    ，其中 0,1, 2, , 1i    ， 

           而 0r b 。例如：
44 0.132

333
 的循環節之長度為 3 ，而 44 333 長除 

           法所得的餘數依次為 1 2 3107, 71, 44,r r r   。由 x 的循環節為 ，可 
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           知 1 2 3 1, , , ,r r r r  均相異，且 r b 。再由鴿籠原得知 1a  ，故 x 的循 

           環節之長度不超過 1a  。 

     情況二：當
bx C
a

  時，設混循環小數
bx
a

 的小數點後不循環節的長度為 

             k ，並令 10ky x 。則 y 是一純循環小數，即 y B 。若
10k by
a

 的 

 最簡分數為
1

1

b
a

，則由情況一可知： y 的循環節的長度不超過 1 1a  。 

              又 1a a ，故 y 的循環節長度不超過 1a  。因此，混循環小數
10k
yx   

              的小數點後循環節的長度也不會超過 1a  。 

    更進一步地，因為 10k x 與 10k x 均為純循環小數，它們的循環節相同且長度都等於 

    ；故
(10 10 ) 10 10

k k
k kb x x

a




 


 是一個整數。又 ( , ) 1a b  ，可推得 10 10k k   

    必須是 a 的倍數；故 10 10 0 (mod )k k a   ，即 10 10 (mod )k k a  。證畢！ 

 

    事實上，當 x 是一純循環小數時，其循環節的長度與數論中的尤拉(Euler)函數有關。

所謂尤拉函數是指對正整數 a，從 1 到 a 的正整數中，與 a 互質的數之個數，記為 ( )a 。

此函數是為紀念首名研究者 Euler 而命名，也稱為  函數(此函數由高斯(Gauss)所命名)。

例 如 ： (1) (2) 1, (3) (4) 2, (5) 4, (6) 2, (7) 6             。 當 p 為 質 數 時 ，

( ) 1p p   。一般而言，若 a 的質因數分解式為 1 2
1 2

krr r
ka p p p    ，則 

             
1 2

1 1 1( ) (1 ) (1 ) (1 )
k

a a
p p p

         。 

 

推論. 若循環小數 x 化成的最簡分數為
b
a

，其中 ( ,10) 1a  ，且  為 x 的小數點後循 

      環節的長度，則 10 1 (mod )a 。更進一步地，  是滿足 10 1(mod )t a 的最小 

      正整數 t，且  是 ( )a 的因數。 

【證】僅須考慮 0 b a  的情況。因為 ( ,10) 1a  ，由定理 2 可得
bx B
a

  ，即 x 為純 

循環小數。因此，由定理 7（取 0k  的情況）可知： 10 1 (mod )a 。假設滿足 

10 1(mod )t a 的最小正整數 t m ，則由 10 1 (mod )a 可得 m  。另一方面，  
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由 10 1 (mod )m a ，得知 10 1m  是 a 的倍數，故 (10 1)m b  也是 a 的倍數。 

因此， 

10 (10 1)m mb b b
a a a

     是一個整數。 

因為
bx
a

 為純循環小數且循環節的長度為 ，可設 1 20.bx s s s
a

   。因此，     

由 10m b b
a a

  是一個整數，可推得 m 必須是  的倍數，故 m 。於是可得 

       m ；即滿足 10 1(mod )t a 的最小正整數 t   。 

進一步令 ( )a q r    ，其中 ,q r 為非負整數，且 0 r   。又 ( ,10) 1a  ， 

由著名的尤拉定理： )10 1 (mod )a a （ ，可推得 

          )10 (10 ) 10 10 10 1 (mod )r q r q r a a       （ 。 

  因為滿足 10 1 (mod )t a 的最小正整數 t 等於  ，且 0 r   ，故 0r  。於是可 

  知：  是 ( )a 的因數。證畢！ 

 

肆、結語  

小數與分數都是中小學生在數學的學習領域中重要的基礎概念  [6~12]，每一個分 數

都可化成小數，但並非所有小數都可化成分數。其中，分數化成小數時，可能為有限小數，

也可能為純循環小數或混循環小數。大數學家高斯 (Gauss)在他的著作 [9]中就曾詳細探討

過分數化小數的循環節問題，有興趣的讀者可自行研讀。我們在研究中發現分數的分類方

式僅與其最簡分數
b
a

之分母 a 的因數有關，同時也得到在混循環小數的情況下，可以透

過 a 的質因數分解，確定其小數點後不循環節的長度。至於循環節本身的長度仍需伴隨尤

拉函數的角色，雖然可以透過電腦軟體的運算來克服，但使用上仍有一些有效位數與範圍

限制的盲點，有待後續再深入研究。  
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