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參、黑洞狀態  

    接著討論黑洞狀態，先看 x y p+ = , p為奇質數的情形，因 p為奇質數，得 x 和 y 互

質，故每次移動都是從較多一堆拿 1 顆到較少一堆，直至進入黑洞狀態： 

1 1( 1,1) ( 2,2) ( 3,3) ... ( , )
2 2
p pp p p + −− → − → − → →  

例如： 11x y+ = 時，(10,1)(9,2)(8,3)(7,4)(6,5)。我們得到： 

結論 5：和為奇質數的黑洞狀態 

當 x y p+ = , p 為奇質數，所有數對皆進入黑洞狀態
1 1( , )

2 2
p p+ −

。  

接著討論 s x y p= + = , p為奇數的情形，先畫出部分狀況如下： 觀察發現黑洞狀態

的充要條件，假設 gcd( , )x y d=  且 x y> ，則 ( , ) ( , )x y x d y d→ − + ，若 ( , )x y 為黑洞狀
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態，得
x d y
y d x

− =⎧
⎨ + =⎩

，即 x y d− = 。亦即兩數的最大公因數恰為兩數的差。歸納如下： 

結論 6：兩堆黑洞狀態的判別 

       ( , )x y 為黑洞狀態的充要條件是 gcd( , )x y x y= − 。  

設 gcd( , )x y d=  且 x y> , 若 ( , )x y 為 黑 洞 狀 態 ， 由 結 論 6， 得 x y d= + ， 不 妨 設

y dn= ，則得 2 (2 1)s x y dn d d n= + = + = + ，再設 2 1f n= + ，即 dfs = ，故 f 為非 1 的

奇 數 且 為 s 的 因 數 ， 再 將
1

2
fn −= 代 入 黑 洞 狀 態

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 2 2 2

df d df d s d s dx y dn d dn + − + −= + = = ，又由
f
sd = 且 1≠f 得：「 sd ≠ 且

為 s 的因數」。據此過程，即可算得黑洞狀態，例如：當 55s = 時，先得 1,5,11=d ，再代

入 )
2

,
2

( dsds −+
得 黑 洞 狀 態 ： )27,28()

2
155,

2
155( =−+

、 )25,30()
2

555,
2

555( =−+
、

)22,33()
2

1155,
2

1155( =−+
。 再 如 54=s 時 ， 先 得 1,3,5,9,15=d ， 再 分 別 得 黑 洞 狀 態 ：

(23,22)、(24,21)、(25,20)、(27,18)、(30,25)。 

承上討論，當和為偶數時，令 2ks x y p= + = × ( p 為奇數且 0>k )，得
f
p

f
sd k ×== 2 ，

設
f
pf =′ ，代入得 )

2
2,

2
2()

2
,

2
( fsfsdsds kk ′×−′×+=−+

，又因 f 為非 1 的奇數且為 p

的因數，得 pf ≠′ 且為 p 的因數。如 5210 ×==s 時，先得 1=′f 再得 )
2

1210,
2

1210( ×−×+

=(6,4)；再如 3212 2 ×==s 時，先得 1=′f 再得黑洞狀態(8,4)，歸納如下： 

結論 7：兩堆黑洞狀態 

若
1

2 i

r
k

i
i

s pα

=

= ×∏  ( 1 2 ... rp p p< < < 為奇質數)， 
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s 有
1

( 1)
r

i
i

N α
=

= +∏ 個奇因數，記為 if , 1,2,...,i N= , 其中 +1i if f< 。則： 

s 有 1N − 個黑洞狀態，分別為
2 2( , )
2 2

k k
i is f s f+ × − ×

, 1,2,..., 1i N= − 。  

由結論 7，列出 s 的 1N − 個奇因數，即可算得黑洞狀態，另外，若 ( , )x y 為 s p= 的

黑洞狀態，則 (2 ,2 )k kx y 為 2ks p= × 的黑洞狀態，反之亦然，例如 45,90s = 的黑洞狀態

如下： 

 S=45 S=90 

11 =f  )22,23()
2

145,
2

145( =−+
 )44,46()

2
1290,

2
1290( =×−×+

 

2 3f =  )21,24()
2

345,
2

345( =−+
 )42,48()

2
3290,

2
3290( =×−×+

 

3 5f =  )20,25()
2

545,
2

545( =−+
 )40,50()

2
5290,

2
5290( =×−×+

 

4 9f =  )18,27()
2

945,
2

945( =−+
 )36,54()

2
9290,

2
9290( =×−×+

 

5 15f =  )15,30()
2

1545,
2

1545( =−+ )30,60()
2

15290,
2

15290( =×−×+
 

接著討論三堆的情形，若 ( , , )x y z 滿足 ( , )x y 、 ( , )x z 、 ( , )y z 皆為黑洞狀態，則

( , , )x y z 稱為三堆黑洞狀態，我們想知道是否存在三堆的黑洞狀態？假設三堆黑洞狀

態，由小而大分別為 dm dna b c+ +⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ , 其中 ,m n互質，由結論 6，得

gcd( , )
gcd( , )
gcd( , ) ( )

a b dm
b c dn
a c d m n

=⎧
⎪ =⎨
⎪ = +⎩

，進一步假設

( , )
( , )
( , )

a

b

c

l lcm dm dm dn
l lcm dm dn
l lcm dn dm dn

= +⎧
⎪ =⎨
⎪ = +⎩

， ( , , )a b c 須滿足 ,  ,  
a b c

a b c
l l l

為整數的條件，因 ,m n互質，得 , ,m n m n+ 兩兩互質，即 ,  ,  
( ) ( )
a b c

dm m n dmn dn m n+ +

為整數。根據
( )
a

dm m n+
為整數、 b a dm− = 及 c b dn− = ，假設
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( )
( )
( )

a dm m n k
b dm m n k dm
c dm m n k dm dn

= +⎧
⎪ = + +⎨
⎪ = + + +⎩

，代入 ,
( )

b c
dmn dn m n+

為整數之條件，計算得

( ) ( ) 1 1

( ) 1
( ) ( )

b dm m n k dm m n k mkk
dmn dmn n n
c dm m n k dm dn mk

dn m n dn m n n

+ + + + +⎧ = = = +⎪⎪
⎨ + + + +⎪ = =

+ +⎪⎩

， 

即
1mk

n
+

為整數，不妨設
1mk

n
α+ = ，化簡得 1mk nα= − ，代入得

( )
( )
( )

a dn m n dn dm
b dn m n dn
c dn m n

α
α
α

= + − −⎧
⎪ = + −⎨
⎪ = +⎩

，因 ( , ) ( )cl lcm dn dm dn dn m n= + = + ，故可表示為

c

c

c

a l dn dm
b l dn
c l

α
α
α

= − −⎧
⎪ = −⎨
⎪ =⎩

, 其中 α 為 1nx my− = 中 x 的整數解，因 ,m n互質， 

故 ,x y 必有整數解。檢驗是否滿足黑洞狀態的條件如下（其中 1+= mynα ）： 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

+=
+

+=−++=−+=

=
+

−−++=
+

−−+=
+

αα

α

α

)(
)(

)(

1)1()(
)(

)1)((
)(

)(
)(

nmdn
nmdn

nmdn
c

y
dmn

dnmydndmn
dmn

dnnmdn
dmn
b

y
nmdm

dndmmynmd
nmdm

dndmnmdn
nmdm

a

 

由此，所得(a,b,c)為一組黑洞狀態。 

另一方面，若 ( , , )a b c 為黑洞狀態，令 ( , , )l lcm dm dn dm dn= + ，則 l 是 , ,a b cl l l 的倍數，

故 ,  ,  
a b c

a lt b lt c lt
l l l
+ + +

亦為整數，即得 ( , , )a lt b lt c lt+ + + 也為黑洞狀態。得到以下結論： 
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結論 8：三堆黑洞狀態 

黑洞狀態 ( , , )a b c 滿足 dm dna b c+ +⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ ， ,m n互質且
( , )

( , , )
cl lcm dn dm dn
l lcm dm dn dm dn

= +⎧
⎨ = +⎩

， 

則

c

c

c

a lt l dn dm
b lt l dn
c lt l

α
α
α

= + − −⎧
⎪ = + −⎨
⎪ = +⎩

,其中 α 為 1nx my− = 中 x 的整數解。  

例如：當 1, 1dm dn= = 時，先算得 1x y− = 的整數解
1
0

x
y

=⎧
⎨ =⎩

，再得

2
2 1
2 2

a t
b t
c t

=⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

。 

即得黑洞狀態(2,3,4)、(4,5,6)、(6,7,8)…。 

例如：當 2, 4dm dn= = 時，先算得 2 1x y− = 的整數解
1
1

x
y

=⎧
⎨ =⎩

，再得

12 6
12 8
12 12

a t
b t
c t

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

。 

即得黑洞狀態(6,8,12)、(18,20,24)、(30,32,36)…。 

四堆呢？四堆黑洞狀態 ( , , , )a b c d 滿足 ( , )a b 、 ( , )a c 、 ( , )a d 、 ( , )b c 、 ( , )b d 、 ( , )c d

皆為黑洞狀態，根據結論 6，此四數須滿足：「任取兩數，兩數之差等於兩數之最大公因數

的 條 件 」， 是 否 存 在 這 樣 的 黑 洞 狀 態 呢 ？ 若 ( , , , )a b c d 為 黑 洞 狀 態 且

p q ra b c d+ + +⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ， 須 滿 足 gcd( , )a b p= , gcd( , )a c p q= + , 

gcd( , )a d p q r= + + , gcd( , )b c q= , gcd( , )b d q r= + , gcd( , )c d r= ， 即 須 滿 足

( , , )
a

lcm p p q p q r+ + +
、

( , , )
b

lcm p q q r+
、

( , , )
c

lcm p q q r+
及

( , , )
d

lcm p q r q r r+ + +
皆為

整數的條件。另外，若 ( , , , )a b c d 為黑洞狀態且令 ( , , , , , )l lcm p q r p q q r p q r= + + + + ，不

難得到 ( , , , )a lt b lt c lt d lt+ + + + 亦為黑洞狀態。 
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以 下 試 求 黑 洞 狀 態 ( , , , )a b c d ： 由
( , , )

d
lcm p q r q r r+ + +

為 整 數 之 條 件 ， 先 設

( , , )dl lcm r q r p q r= + + + ， 則 得 dd k l= × …(1)， 另 一 方 面 ， 若 d c b a l> > > > ， 則 得

( , , , )a l b l c l d l− − − − 亦為黑洞數對，因此，不妨令 a l≤ 。故 d l p q r≤ + + + …(2)，由

(1)(2)得 dkl l p q r≤ + + + ， 即
d d

l p q rk
l l

+ +≤ + ， 再 因 k 為 整 數 且 1≤++

dl
rqp

， 故 得

1+≤
dl
lk （註：當 rqpld ++≠ 時，因 1<++

dl
rqp

得
dl
lk ≤ ）。至此，可利用 Excel 來快

速求得黑洞數對！以 1 2 2a b c d+ + +⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ 為例，分別在儲存格 B1~B3 輸入 1、2、2

後，在儲存格 B4 ~B6 計算 ( , , )dl lcm p q r q r r= + + + 、 ( , , , , , )l lcm p q r p q q r p q r= + + + + 、

d

l
l

，利用 dd kl= 、 c d r= − 、 b c q= − 、 a b p= − 算得 E~H 欄，再於 J~L 欄檢查 a、

b、c 是否符合
( , , )

a
lcm p p q p q r+ + +

、
( , , )
b

lcm p q q r+
、

( , , )
c

lcm p q q r+
為整數的條件，

若符合則出現 1，反之則出現 0，當三者皆為 1，則在 I 欄顯示 yes，即獲得黑洞數對！如

下： 
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此外，相對於三堆時，對任意的 p, q 都能找到三堆黑洞數對，四堆似乎未必如此。例

如 1 3 1a b c d+ + +⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ，在 1+≤
dl
lk 的範圍內，皆無黑洞數對，故得此狀況無黑洞

數對。 

 

再者，當 dl l= 且 rqpld ++≠ 時， 1=k 即可決定是否有黑洞數對，如下： 

 

 

以下給定 p、q，探討哪些 r 值存在黑洞狀態？考慮 1 1 ra b c d+ + +⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ 的情

形，須滿足 , , ,
(1,2, 2) (1,1, 1) (1,2, ) ( , 1, 2)
a b c d

lcm r lcm r lcm r lcm r r r+ + + +
為整數的條件，在

求最小公倍數時，需依照 r 的奇偶性討論如下： 
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1. 當 r 為奇數時，令 2 1r k= + ，由 ,
2(2 3) 2 2
a b
k k+ +

為整數，故得 ,a b皆為偶

數，但已知 1b a− = ，得到矛盾，故 r 為奇數時，不存在黑洞數對。 

2. 當 r 為偶數時，令 2r k= ，須滿足 , , ,
2 2 2 1 2 2 (2 1)( 1)
a b c d
k k k k k k+ + + +

為整

數，由
2 (2 1)( 1)

d
k k k+ +

為整數，假設 2 ( 1)(2 1)d k k k= + + ，並將

2 2a d k= − − , 2 1b d k= − − , 2c d k= − 代入條件，不難得

, ,
2 2 2 1 2
a b c
k k k+ +

皆為整數。  

歸納如下： 

結論 9：四堆黑洞狀態 

黑洞狀態 1 1 ra b c d+ + +⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ，則： 

1. r 為奇數時，不存在黑洞狀態。 

2. r 為偶數時，

2
1

a t r
b t r
c t r
d t

α α
α α
α α
α α

= + − −⎧
⎪ = + − −⎪
⎨ = + −⎪
⎪ = +⎩

，其中 ( , 1, 2)lcm r r rα = + + 。  

再如 1 2 ra b c d+ + +⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ，須滿足
(3, 3)
a

lcm r +
、

(2, 2)
b

lcm r +
、

(2,3, )
c

lcm r
、

( , 2, 3)
d

lcm r r r+ +
為整數的條件，取最小公倍數時，將 r 分類討論如下： 

1. 當 r 為奇數時，令 2 1r k= + ，由 ,
(3,2 4) (2,2 3)
a b

lcm k lcm k+ +
為整數，得 ,a b皆為

偶數，但已知 1b a− = ，得到矛盾，故 r 為奇數時，不存在黑洞數對。 

2. 當 6 4r k= + 時，由 ,
(3,6 7) (2,6 6)
a b

lcm k lcm k+ +
為整數，得

3
6

a m
b n

=⎧
⎨ =⎩

，得

3(2 )b a n m− = − ，但已知 1b a− = ，得到矛盾，不存在黑洞數對。 
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3. 當 6r k= 或 6 2 r k= + 時，取 ( , 2, 3)d lcm r r r= + + ，並將 ( 3)a d r= − + , 

( 2)b d r= − + , c d r= − ，驗證得
(3, 3)
a

lcm r +
、

(2, 2)
b

lcm r +
、

(2,3, )
c

lcm r
皆為

整數。 

歸納如下： 

結論 15：四堆黑洞狀態 

黑洞狀態 1 2 ra b c d+ + +⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ，則： 

1. r 為奇數或 6 4r k= + 時，不存在黑洞狀態。 

2. 當 6 2  6r k or k= + ，

3
2

a t r
b t r
c t r
d t

α β
α β
α β
α β

= + − −⎧
⎪ = + − −⎪
⎨ = + −⎪
⎪ = +⎩

  其中

(3, , 2, 3)
( , 2, 3)

lcm r r r
lcm r r r

α
β

= + +⎧
⎨ = + +⎩

。  

不難發現，隨著 p、q 的變大，r 值的分類也越複雜，可以利用 Excel 的輔助，快速得

到猜想，並進而驗證。 

 

肆、結語  

我們改變陳奕均等人的移動規則，展開另一段探索的過程。此兩種移動方法在二進位

表法中，實有異曲同工之妙，藉由二進位表法的規律，得到形成一堆狀態的條件與次數；

另一方面，我們探索黑洞狀態，依序得兩堆、三堆黑洞狀態的代數式，在探討四堆黑洞狀

態時，藉由 Excel 的輔助來加速找到黑洞狀態，得到給定 p 及 q，在特定的 r 時存在黑洞

狀態（例如：當 1p q= = 時，r 為偶數時有黑洞狀態；再如 1p = , 2q = 時， 6 2  6r k or k= +

時有黑洞狀態），但迄今為止，尚未得到給定 p、q，對任意 r 值皆不存在黑洞狀態的情形，
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留待後續研究探討。另外，我們也發現 n 堆黑洞狀態相當於「給定 n 個數滿足任兩數的差

等於此兩數的最大公因數」，我們所得的方法，能推廣到求更多堆的狀況，給此問題提供

一個解法。 
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【完】  


